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Часть 1.
Общие проблемы теории
интеллектуальных систем



Оценка и мониторинг алкогольного
благополучия регионов на основе

статистической информации

А.П. Рыжов1, Б. Э. Горный2, А. В. Зудин3

Для снижения рисков, связанных со злоупотреблением алкого-
лем, чрезвычайно важно оценивать уровни алкогольного потребле-
ния. При этом недостаточно знать показатели, оценивающие толь-
ко объем розничных продаж, который не учитывает незарегистри-
рованное потребление алкоголя. Разработка интегрального пока-
зателя индекса, базирующегося на доступных статистических дан-
ных, позволит нивелировать риски экспертного оценивания и по-
высить эффективность расходования бюджетных средств в области
здравоохранения.

В докладе приводится описание доступной экспертной и факти-
ческой информации, структура индекса, предлагается подход к его
оценке средствами теории нечетких множеств. Рассмотрены осо-
бенности реализации расчета индекса в среде Matlab, приводятся
примеры. Формулируются и обсуждаются связанные с этим пря-
мые и обратные задачи, решение которых позволит оптимизиро-
вать эффективность системы здравоохранения по данному пара-
метру на региональном и федеральном уровнях. Индекс алкоголь-
ного благополучия является одним из важных параметров системы
здравоохранения с одной стороны и типичным индексом социально-
экономических процессов - с другой, поэтому описанные в докладе
подходы могут быть применены и для построения широкого набора
таких индексов.

Ключевые слова: профилактическая медицина, алкогольное
благополучие, оценка и мониторинг процессов.
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1. Введение

В современной России злоупотребление алкогольной продукцией приво-
дит к заболеваемости, преждевременной смерти людей, росту преступ-
ности, насилия, сиротства и других социально-экономических и медико-
демографических проблем. С потреблением алкоголя связано около 30%
всех смертей в России, что в 5-9 раз выше аналогичного показателя в
некоторых странах Европейского региона, Японии и США. Разработка
и мониторинг эффективности региональных программ, направленных на
снижение масштабов злоупотребления алкогольной продукцией и профи-
лактику алкоголизма среди населения, невозможны без оценки ситуации
в регионе.

Традиционно оценка алкогольной ситуации основывается на стати-
стических показателях розничных продаж различных видов алкоголя.
Но необходимо понимать, что этот показатель не отражает истинной си-
туации в регионе, так как часто имеет место незарегистрированное по-
требление алкоголя. Поэтому судить об алкогольной ситуации опираясь
только на данные розничных продаж, неверно [1, 2]. Авторами был пред-
ложен интегральный показатель, который объединял в себе как фактор-
ный признак – уровень потребления, так и результирующие признаки,
наиболее тесно связанные с ним, такие как смертность, заболеваемость и
ряд других демографических и социально-экономических индикаторов,
потенциально связанных с употреблением алкоголя.

Предложенный подход продемонстрировал прогнозную значимость
данного индекса, названного интегральным индексом алкогольной си-
туации (ИИАС), показав региональные различия в смертности от ряда
хронических неинфекционных заболеваний в зависимости от величины
ИИАС [3]. Но несмотря на это, были выявлены определенные ограниче-
ния индекса, связанные с недоучетом значимости каждого из показате-
лей в общей оценке.

В данной работе был реализован другой подход для расчета индекса,
который учитывал не только величину самих показателей, но и их зна-
чимость для оценки ситуации. Он основан на технологии оценки и мони-
торинга сложных процессов [4], позволяющей на основе фрагментарной
информации получать интегральную оценку состояния процесса и мо-
делировать возможные варианты его развития. Целью данной работы
является описание построения нового индекса и обсуждение вариантов
его использования.

Текст работы организован следующим образом. В разделе 2 обсужда-
ется содержательная постановка задачи и приводится обзор известных
результатов. В разделе 3 представлены характеристика доступных дан-
ных и экспертных знаний. Раздел 4 посвящен собственно построению
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индекса, использование которого обсуждается в разделе 5. В заключе-
нии приведены выводы и возможные направления дальнейших исследо-
ваний.

Исследование выполнено при поддержке Междисциплинарной
научно-образовательной школыМосковского университета «Мозг, когни-
тивные системы, искусственный интеллект».

2. Содержательная постановка задачи и анализ
литературы

Алкоголь является одним из значимых факторов риска заболеваемости,
нетрудоспособности и смертности в мире. По оценкам ВОЗ, чрезмер-
ное потребление алкоголя обусловило в 2012 году около 3.3 миллиона
смертей, или 5.9% от их общего количества [5]. В России с избыточ-
ным потреблением алкоголя связано 66% тяжких правонарушений, 50%
убийств, 40% разбойных нападений, 24% дорожно-транспортных право-
нарушений. Общие затраты государства (прямые медицинские, прямые
немедицинские и косвенные), связанные со злоупотреблением алкоголем,
в 2011 г. составили 843.51 млрд. руб. В год затраты на одного человека,
злоупотребляющего алкоголем, составляют 150 тыс. 845 руб., а затраты,
связанные с лечением, – 23 тыс. 813 руб. [6].

В рамках Глобальной стратегии сокращения вредного употребления
алкоголя важное место принадлежит действиям, в реализации которых
важна роль здравоохранения, в том числе речь идет о проведении мо-
ниторинга и эпиднадзора за потреблением алкоголя [7]. Если на стра-
новом уровне эта работа частично ведется, и Россия предоставляет ин-
формацию в Global Health Observatory data repository, то на региональ-
ном и особенно на муниципальном уровне отсутствует система монито-
ринга за потреблением алкоголя. А у лиц, принимающих управленче-
ские решения, отсутствует информация о проблемах, связанных с этим
фактором риска. Существующие подходы оценки алкогольной ситуации,
реализованные в ряде эпидемиологических исследований, ориентируют-
ся либо на уровень розничных продаж и результаты социологических
исследований [8], либо на комплексный анализ косвенных индикаторов
алкогольных проблем: уровень продажи алкоголя на душу населения,
уровень связанной с алкоголем смертности, а также данные статисти-
ческой отчетности наркологической службы [9]. В некоторых исследова-
ниях этот перечень расширяется за счет данных статистики правоохра-
нительных органов [10] или еще более широкого перечня показателей,
дополнительно включающих ряд экономических и социальных индика-
торов [11]. Найденные в исследовании Немцова и Разводовского [12] ста-
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тистические связи между потреблением алкоголя и некоторыми медико-
демографическими и социальными показателями, и даже полученные на
их основе регрессионные уравнения, не могут использоваться для реги-
ональных оценок, так как основаны на российских данных. Кроме того,
оценка потребления, основанная на розничных продажах алкоголя, в пе-
ресчете на этанол, которая чаще всего используется в регрессионных
уравнениях, не отражает структуры потребления по типам алкоголь-
ных напитков. В статистику продаж в некоторых регионах существен-
ный вклад вносит миграционные и туристические потоки.

Поэтому наиболее целесообразным представляется использование ин-
тегрального показателя, который бы объединял в себе как факторный
признак – уровень потребления, так и результирующие признаки, наи-
более тесно связанные с ним, такие как смертность, заболеваемость и
ряд других демографических и социально-экономических индикаторов,
потенциально связанных с употреблением алкоголя. Все вышеизложен-
ное определяет актуальность построения индекса алкогольного благо-
получия - важного параметра для описания социальной обстановки в
стране, регионе, городе. Руководствуясь значением индекса органы го-
сударственного управления регионов, муниципалитетов, городов смогут
эффективнее распределять бюджетные средства на улучшение алкоголь-
ной ситуации в том или ином месте.

3. Особенности доступных данных и экспертизы

Работа была организована следующим образом. Из базы данных ЕМИCС
[13] были получены статистические показатели, которые имели прямое
и косвенное отношение к алкогольному благополучию:

• показатели розничной продажи алкогольных напитков: продажи
пива, вина, крепкого алкоголя;

• социально-экономические показатели: преступления, совершенные
в состоянии опьянение; уровень безработицы; число детей, остав-
шихся без попечения родителей; количество лиц, погибших в ДТП;
доля населения с доходами ниже прожиточного минимума; число
разводов;

• показатели заболеваемости: алкоголизмом, алкогольным психозом,
циррозом печени, панкреатитом, туберкулезом;

• показатели смертности: общая смертность; смертность от внешних
причин; смертность от цереброваскулярных заболеваний; смерт-
ность от болезней печени и поджелудочной железы.
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Эта информация собирается на регулярной основе статистическими ор-
ганами страны на региональном и федеральном уровне.

Кроме перечисленных статистических данных, использовались экс-
пертные знания о влиянии перечисленных выше признаков на алкоголь-
ное благополучие. Был сформулирован набор правил, которые позволят
определенным образом структурировать имеющиеся показатели. В до-
кладе показано, как, располагая большим количеством косвенных дан-
ных и знаниями специалистов в предметной области, можно построить
индекс алкогольного благополучия.

Отметим, что рассматриваемый индекс - пример большого числа по-
добных индексов, которые можно применять в экономических, социоло-
гических исследованиях и в государственном управлении. В дальнейшем
приведенную методику можно использовать в разработке аналогичных
индексов, для этого лишь необходимы статистические данные и экспер-
ты, которые смогут их структурировать.

4. Построение индекса алкогольного благополу-
чия

4.1. Структура индекса

Структура индекса представлена на рис. 1.

Рис.1 Структура индекса алкогольного благополучия.

Значения каждого признака из листьев дерева и каждого узла были раз-
биты на 4 нечетких множества, соответствующие по смыслу значени-
ям: «Низкий», «Относительно низкий», «Относительно высокий», «Вы-
сокий». Набор значений определялся исходя из удобства формулировки
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правил. Были опробованы несколько алгоритмов построения функций
принадлежности, наилучший результат показал известный алгоритм c-
means.

Помимо признаков, была сформулирована база правил, обеспечива-
ющая связь между узлами дерева. Правила имеют форму «Если . . . , то
. . . ». База содержит 74 таких правила. Например, для узла 1 «Розничные
продажи алкогольных напитков» в базе 19 правил:

Правило 1: Если «Продажи крепкого алкоголя» = низкий и «Прода-
жи вина» = низкий и «Продажи пива» = низкий, то «Розничные прода-
жи алкогольных напитков» = низкий;

Правило 2: Если «Продажи крепкого алкоголя» = относительно низ-
кий и «Продажи вина» = низкий и «Продажи пива» = относительно
низкий, то «Розничные продажи алкогольных напитков» = низкий;

Правило 3: Если «Продажи крепкого алкоголя» = относительно низ-
кий и «Продажи вина» = относительно низкий и «Продажи пива» =
относительно высокий, то «Розничные продажи алкогольных напитков»
= относительно низкий;

. . .
Правило 19: Если «Продажи крепкого алкоголя» = высокий и «Про-

дажи вина» = высокий и «Продажи пива» = высокий, то «Розничные
продажи алкогольных напитков» = высокий.

4.2. Построение индекса

В качестве среды для построения индекса был выбран Matlab [14], со-
держащий пакет расширения Fuzzy Logic Toolbox - инструмент для про-
ектирования систем нечеткой логики.

Согласно структуре индекса, нам необходимо для каждого листово-
го показателя построить 4 функции принадлежности, соответствующие
множествам «Низкий», «Относительно низкий», «Относительно высо-
кий», «Высокий». Для этого используем известный метод нечеткой кла-
стеризации C-means [15]. Суть метода состоит в минимизации суммарно-
го квадратичного отклонения точек кластера от центров этих кластеров.
При этом для каждого элемента из рассматриваемого множества рассчи-
тывается степень его принадлежности каждому из кластеров. В Matlab
кластеризация данным методом выполняется с помощью команды fcm.

Отсортируем значения каждого показателя, разобьем на 4 кластера.
Пример такого разбиения для показателя 1.3 представлен на Рис. 2.

Таким же образом определяются функции принадлежности для всех
входных переменных.

Далее, для каждого узла дерева создается система нечеткого выво-
да на основе правил с соответствующими входными и выходными пере-
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Рис. 2. Функции принадлежности для показателя 1.3.

менными. Рассмотрим в качестве примера узел 1 (Рис. 1). Для узла 1
«Розничные продажи алкогольных напитков» создаем три входных пе-
ременных «Продажи крепкого алкоголя», «Продажи вина», «Продажи
пива» (Рис. 3).

Рис. 3. Задание системы нечеткого вывода для узла 1.

Для каждой переменной создаем 4 нечетких множества, указав их
функции принадлежности, найденные на предыдущем шаге (Рис. 2), и
указываем область значения показателя (range) - минимальное и мак-
симальное значение из таблицы со статистическими данными (Рис. 4).
Далее переносим правила из базы в систему (Рис. 5).

Для промежуточных узлов (1, 2, 3, 3.1, 3.2) необходимо дополнитель-
но определить универсальное множество и задать в нем функции при-
надлежности (для них нет статистических данных, как для листовых
узлов). После реализации нескольких вариантов, был выбран следую-
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Рис. 4. Задание функций принадлежности входных переменных.

Рис. 5. Задание правил для узла 1.

щий. Запускается нечеткий вывод на всех значениях исходных данных,
получающееся множество значений и образует универсальное множество
для соответствующего узла. Далее в нем строятся функции принадлеж-
ности с помощью c-means, что позволяет применить описанную выше
процедуру и для таких промежуточных узлов.

Результаты расчета по описанному алгоритму представлены на Рис.
6 (регионы упорядочены по индексу алкогольного благополучия). По-
ложение регионов соответствует сложившимся в настоящее время пред-
ставлениям экспертов.
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Рис. 6. Расположение регионов в порядке убывания индекса.

5. Сценарий использования индекса

Построенный индекс может быть использован для моделирования си-
туаций в области нашего интереса. Например, мы можем представить,
что изменится один или нескольких косвенных признаков. Повлечет ли
это изменение существенные изменения индекса или нет? Однозначно-
го ответа нет, но, скорее всего, в разных регионах влияние изменяемых
признаков будет разным - в зависимости от значений остальных пара-
метров.

Рассмотрим два региона: Республику Адыгея с индексом 0.349 и Ал-
тайский край с индексом 0.654. В этих регионах высокий показатель
заболеваемости циррозом печени 140.2 и 196.1 соответственно. Смодели-
руем ситуацию в будущем, при которой этот показатель улучшился до
50 единиц в обоих регионах.
Республика Адыгея:

»Alcohol(. . . , 140.2, . . . ) Rating = 0.3490
»Alcohol(. . . , 50.0, . . . ) Rating = 0.6500

Алтайский край:
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»Alcohol(. . . , 196.1, . . . ) Rating = 0.6540
»Alcohol(. . . , 50.0, . . . ) Rating = 0.6546

Как видно из приведенных расчётов, в Адыгее индекс алкогольного
благополучия существенно улучшился, а в Алтайском крае наблюдается
лишь незначительное его изменение.

Такое моделирование является решением прямой задачи (мы измени-
ли один или несколько входных параметров и посмотрели отклик). Та-
кое моделирование может помочь в оценке эффективности конкретных
мероприятий с точки зрения улучшения алкогольного благополучия в
регионе или городе. В такой ситуации, возможно также решение более
сложных и ценных с практической точки зрения обратных задач.

Пусть задан бюджет на улучшение ситуации в регионе X. Пусть, да-
лее, известны оценки стоимости изменения исходных данных (например,
расходы на рекламу, «устрашающие наклейки», ограничения на прода-
жу и пр.) cj (j = 1, ..., N), где N – количество косвенных (наблюдаемых)
параметров. Обозначим изменение целевой вершины структуры индекса
через 4a0.

Задача 1: Найти множество параметров i1, ..., in (n ≤ N) : 4a0 →
max,

n∑
j=1

cij ≤ X.

Это задача нахождения максимального эффекта в рамках заданного
бюджета.

Пусть задано целевое изменение алкогольного благополучия q (на-
пример, q=10%). При заданных условиях возможно и решение сопря-
жённой задачи:

Задача 2: Найти множество параметров i1, ..., in (n ≤ N) :
n∑

j=1
cij →

min, 4a0 ≥ q.
Это задача нахождения минимального бюджета, позволяющего до-

стичь необходимого эффекта.
Решение таких задач позволит оптимизировать финансовые расходы

при реализации целевых программ, направленных на снижение пагубно-
го потребления алкоголя в стране, а также на региональном и муници-
пальном уровне.

6. Заключение

В работе была рассмотрена задача построения индекса алкогольного бла-
гополучия в субъектах Российской Федерации. Было представлено опи-
сание его построения в среде Matlab и приведены результаты расчета
индекса для всех регионов страны. Результаты согласуются с представ-
лением экспертов о расположении регионов, упорядоченных по значению
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индекса, относительно друг друга. Также были предложены две задачи,
решение которых определяет направление дальнейших исследований.
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Measurement of alcohol well-being in regions based on statistical
information

Ryjov A.P., Gorny B.E., Zudin A.V.

To reduce the risks associated with alcohol abuse, it is extremely
important to assess alcohol consumption levels. At the same time,
it is not enough to know indicators that assess only the volume
of retail sales, which does not take into account unrecorded alcohol
consumption. The development of an integral indicator of the index,
based on available statistical data, will make it possible to level the
risks of expert assessment and increase the efficiency of spending budget
funds in the field of healthcare.

The report provides a description of the available expert and factual
information, the structure of the index, an approach to its assessment
by means of the theory of fuzzy sets is proposed. The features of the
implementation of the index calculation in the Matlab environment
are considered, examples are given. The related direct and inverse
problems are formulated and discussed, the solution of which will
optimize the efficiency of the healthcare system in this parameter at
the regional and federal levels. The alcohol well-being index is one of
the important parameters of the health care system, on the one hand,
and a typical index of socio-economic processes, on the other, therefore,
the approaches described in the report can be applied to construct a
wide set of such indices.

Keywords: preventive medicine, alcohol well-being, process
evaluation and monitoring.
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Метод чередования обучаемых
параметров

А. А. Хусаенов1

В работе предлагается метод повышения качества обучения
сверточных искусственных нейронных сетей (ИНС) за счет раз-
деления параметров по их возможности расширения рецептивного
поля. При обучении ResNet50 достигается увеличение точности за
счет чередуемой остановки обучения в 4-х слоях, расширяющих ре-
цептивное поле.

Показано, что повышение обобщающей способности модели при
использовании предложенного метода достигается за счет устра-
нения избыточного вклада отдельных существенных (окклюзив-
ных) элементов изображения при формировании карт признаков.
В пользу указанных предположений приводятся результаты экс-
периментов в задаче transfer learning и рассуждения относительно
существования указанной проблемы.

Предлагаемые подходы могут оказаться полезными, в частно-
сти, при обучении ИНС на малых данных или дистилляции обу-
чающего множества, где проблемы переобучения на отдельных ок-
клюзивных признаках имеют высокую значимость.

Ключевые слова: сверточная искусственная нейронная сеть,
рецептивное поле нейрона, проблемы переобучения моделей, ок-
клюзия признаков в сверточных искусственных нейронных сетях

1. Введение

В задачах распознавания образов в сверточных искусственных нейрон-
ных сетях (ИНС) существует проблема переобучения на отдельных ок-
клюзивных (существенных) признаках [1, 2, 3, 4] (п.3.3) исходного изоб-
ражения.

Например, одна из популярных проблем распознавания «леопардовый
диван»: за счет явно-выраженного образа текстуры игнорируются об-
щие признаки объекта (то есть объект «диван» распознается как объ-
ект «леопард»)

Подобное переобучение приводит к понижению обобщающей способ-
ности модели при отсутствии или недостаточно полной аугментации дан-
ных. Указанная проблема переобучения связана с существенными поте-

1Хусаенов Артем Азатович — аспирант, м.н.с. кафедры математической теории
интеллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ; e-mail: a.khusaenov@mail.ru

Khusaenov Artem Azatovich — postgraduate student, junior research fellow, Moscow
State University, faculty of Mechanics and Mathematics, Mathematical Theory of
Intelligent Systems department
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рями в точности распознавания, если при аугментации существенных
признаков обучающего множества будут отсутствовать случаи, которые
могут встречаться во время эксплуатации моделей. Причем указанные
ошибки не будут выявлены во время проверки модели в случае, если
в проверочном множестве соответствующая аугментация существенных
признаков также отсутствует.

В задачах понижения вычислительной сложности ИНС и суще-
ственного сокращения объема обучающего множества (малые данные)
[5, 6, 7, 8] рассматриваемая проблема переобучения усугубляется, а ее
выявление во время валидации по-прежнему остается невозможным при
недостаточной аугментации данных.

Существующие методы устранения указанной проблемы в большин-
стве своем сводятся к регуляризации параметров ИНС и более полной
аугментации данных, что во многом позволяет сократить переобучение
при достаточном числе эпох. Однако, методов решения проблем окклю-
зии карт признаков, возникающей из-за отдельных существенных эле-
ментов изображения, на сегодняшний день существует не так много (на-
пример, attention-механизмы [9]).

В данной работе предлагается метод оптимизации указанного пере-
обучения за счет сокращения вклада отдельных окклюзивных элемен-
тов изображения при формировании карт признаков сверточной ИНС.
Предполагается, что вклад указанных признаков может быть сокращен в
слоях, производящих значительное увеличение рецептивного поля исход-
ного изображения. Демонстрируется увеличение обобщающей способно-
сти карт признаков при использовании предлагаемого подхода в задачах
transfer learning с несколькими типами архитектур ИНС.

2. Рецептивное поле

2.1. Естественно-биологические инварианты зрительного
восприятия

С точки зрения естественно-биологического описания восприимчивых
областей естественных нейронов, рецептивное поле зрительных рецеп-
торов определяется как область в поле зрения, где зрительные нейроны
реагируют на визуальные стимулы [10].

Базовое свойство зрительного восприятия [10] заключается в следу-
ющей особенности передачи сигнала рецептору: когда свет достигает ви-
зуального датчика, такого как сетчатка, информация, необходимая для
определения свойств окружающего мира, содержится не в значениях ин-
тенсивности изображения в одной точке, а в соотношениях между зна-
чениями интенсивности в разных точках [10]. Вводя, теперь, более фор-
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мальное описание, рецептивное поле зрительного нейрона может быть
определено как область поля зрения (область визуальных датчиков) на
визуальные стимулы которого он реагирует [11].

Основная мотивация вычислительной теории рецептивных полей
[10, 12] заключается в учете свойств проекции 3-мерных объектов на 2-
мерный датчик освещенности (сетчатку), где данные изображения могут
подвергаться базовым преобразованиям следующего вида [10]:

локальные масштабные преобразования, вызван-
ные объектами разных размеров и на разных рас-
стояниях для наблюдателя

(1)

локальные аффинные преобразования, вызванные
изменениями направления обзора относительно
объекта

(2)

локальные преобразования Галилея, вызванные
относительными движениями между объектом и
наблюдателем

(3)

локальные мультипликативные преобразования
интенсивности, вызванные изменениями освещен-
ности

(4)

Тогда, поскольку зрительная система способна поддерживать ста-
бильное восприятие окружающей среды в условиях указанной выше ауг-
ментации сигнала, одним из ключевых требований к математической
формализации является устойчивость модели к таким преобразованиям.

2.2. Инварианты обработки зрительных образов в искус-
ственных нейронных сетях

С точки зрения моделирования процессов зрительного восприятия в
сверточных ИНС [13] от модели требуется устойчивость к указанным
преобразованиям и достижение обобщающей способности при достаточ-
но полном и аугментированном обучающем множестве. Однако, исходя
из предпосылок к усилению отдельных сигналов в пользу минимизации
функционала потерь, очевидно предполагать, что отдельные свойства,
сохраняющиеся во всех объектах одного класса, будут вносить суще-
ственный вклад в карты признаков сверточной ИНС. Особенно, если
эти свойства изображения являются устойчивыми (инвариантными) к
преобразованиям (1)–(4) – то есть остаются неизменными во всем обу-
чающем множестве. Для упрощения повествования подобные элементы
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изображения будем называть существенными элементами или су-
щественными сигналами.

Подобные усиления сигналов можно наблюдать [14] в автоассоциа-
тивных ИНС (автоэнкодерах), где для осуществления обратного отобра-
жения (декодирования) с наименьшими потерями ИНС избыточно уси-
ливает сигналы отдельных признаков, имеющих сильную корреляцию с
целевым признаком.

При формировании карт признаков во всех слоях сверточной ИНС
может сохраняться избыточный вклад подобных существенных элемен-
тов. Об этом свидетельствуют исследования, посвященные окклюзии
изображений в сверточных ИНС [1, 2, 3, 4].

Предполагается, что вклад подобных существенных элементов усили-
вается при формировании карт признаков в слоях ИНС, производящих
расширение рецептивного поля исходного изображения (п.2.4).

В данной работе предлагается метод чередования обучаемых пара-
метров ИНС, который позволяет увеличить обобщающую способность
модели за счет ослабления вклада отдельных подобных сигналов путем
заморозки отдельных слоев, увеличивающих рецептивное поле. Предпо-
лагается, что рассматриваемый эффект повышения обобщающей способ-
ности может быть достигнут при заморозке параметров указанных слоев
ИНС на последних этапах обучения.

2.3. Вычисление рецептивного поля в искусственной свер-
точной нейронной сети

Рецептивное поле нейрона [6-8] – это область входного изображения в
сверточной ИНС, от которой зависит реакция этого нейрона. На рис. 1
представлен пример [6] рецептивного поля для 2-х слоев свертки с ядром
3x3.

Пусть сверточная ИНС имеет L слоев. Выходные сигналы l-го слоя
(l = 1, n) будем обозначать как fl (то есть f0 – это входное изображение,
а fn – сигналы последнего слоя). Каждый сверточный слой l имеет 3
параметра свертки:

• kl - размер ядра свертки

• sl – шаг ядра свертки

• pl – размер паддинга

Рассмотрим случай одномерного входного сигнала. Размер рецептив-
ного поля нейронов из слоя l будем обозначать как rl. В работе [16] пред-
лагаются подходы к вычислению исходного рецептивного поля для рас-
сматриваемого случая.
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Рис 1. Пример рецептивного поля в сверточных слоях ИНС [16]
(1-й слой - входное изображение, 2-й слой - свертка с ядром 3x3, 3-й
слой - свертка с ядром 3x3. Темно-серый - рецептивное поле одного

нейрона из второго слоя, светло-серый - рецептивное поле для одного
нейрона третьего слоя)

Рецептивное поле l-го сверточного слоя для 1-мерного входного век-
тора может быть вычислено [16] следующим образом

rl−1 = sl · rl + (kl − sl) (5)

Представленный подход предполагает рекурсивное вычисление [16]
размера исходного рецептивного поля r0 на основе параметров (si, ki),
где i = 0, L (учет паддинга pi будет представлен далее).

r0 =
L∑

l=1

(
(kl − 1)

l−1∏

i=1

si

)
+ 1 (6)

Причем, как будет рассмотрено позднее, размер рецептивного поля
для слоев подвыборки в данном случае [16] аналогично представляется
с помощью параметров si и ki.

Рассмотрим, теперь, вывод [16] значений координат рецептивного по-
ля. Пусть ul и vl – это крайний левый и крайний правый координаты
рецептивного поля в слое l соответственно. Координаты рецептивного
поля для l − 1 слоя могут быть выражены [16] следующим образом

ul−1 = −pl + ul · sl (7)

vl−1 = −pl + vl · sl + kl − 1 (8)

Координаты исходного рецептивного поля могут быть выражены ре-
курсивно [16].
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u0 = uL

L∏

i=1

si −
L∑

l=1

pl

l−1∏

i=1

si (9)

v0 = vL

L∏

i=1

si −
L∑

l=1

(1 + pl − kl)
l−1∏

i=1

si (10)

Для удобства вычисления исходного рецептивного поля введем со-
вокпный сдвиг Sl (страйд) и совокупный паддинг Pl [16]

Sl =

L∏

i=l+1

si (11)

Pl =

L∑

m=l+1

pm

m−1∏

i=l+1

si (12)

Тогда, теперь, координаты исходного рецептивного поля могут быть
выражены следующим образом

u0 = −P0 + uL · S0 (13)

v0 = u0 + r0 − 1 (14)

Размер рецептивного поля после применения подвыборки (пулинга) с
ядром размера kL+1 в последнем слое может быть выражен следующим
образом

r0 = 1 +

L∑

l=1

(
(kl − 1)

l−1∏

i=1

si

)
+ (kL+1 − 1)

L∏

i=1

si (15)

Нетрудно заметить, что слой подвыборки значительно расши-
ряет рецептивное поле. Этим замечанием мы воспользуемся далее в
п.2.3.

В таблице 1 представлен пример вычисления размера рецептивного
поля для ИНС AlexNet [15]
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Таблица 1. Пример вычисления рецептивного поля для ИНС AlexNet
[15]

l Тип слоя rl kl sl
8 max pooling 1 3 2
7 convolution 3 3 1
6 convolution 5 3 1
5 convolution 7 3 1
4 max pooling 9 3 2
3 convolution 19 5 1
2 max pooling 23 3 2
1 convolution 47 11 4
0 input 195 - -

В таблице 2 [16] представлены размеры рецептивного поля для раз-
личных архитектур сверточных ИНС.

Таблица 2. Размер рецептивного поля для некоторых ИНС [16]
(где |l0| - длина входного вектора)

Модель r0 |l0| S0 P0

alexnet v2 195 224 32 64
vgg 16 212 224 32 90
mobilenet v1 315 224 32 126
mobilenet v1 075 315 224 32 126
resnet v1 50 483 224 32 239
resnet v1 101 1027 224 32 511
resnet v1 152 1507 224 32 751
resnet v1 200 1763 224 32 879
inception v2 699 224 32 318
inception v3 1311 224 32 618
inception v4 2071 224 32 998
inception resnet v2 3039 224 32 1482

Необходимо заметить [16], что по мере развития моделей рецептивное
поле исходного изображения увеличивается [16] (рис.2).
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Рис 2. график качества классификации в зависимости от размера
рецептивного поля [16]

2.4. Слои увеличения рецептивных полей

В работе [16] рецептивное поле определяется как область исходного изоб-
ражения, сигналы которой участвуют в формировании карт признаков.
Как было замечено ранее, рецептивное поле значительно увеличивается
за счет слоев подвыборки.

При этом существуют слои, производящие значительное увеличение
рецептивного поля не в смысле размера области исходного изображения,
а относительно вклада его элементов в качество классификации.

Часть рецептивного поля, вносящая существенный вклад в качество
классификации, будем называть действительным (effective receptive
filed) [17]. Рецептивное поле, оцениваемое в смысле координат исходной
области изображения, в дальнейшем будем называть вычисляемым.

В работе [17] демонстрируется увеличение действительного рецеп-
тивного поля как за счет отдельных слоев некоторой сверточной ИНС
(рис.3), так и в процессе обучения указанной ИНС (рис.4). В качестве
меры влияния отедельных входных сигналов xn(i,j) некоторого слоя n на
выходные сигналы yn(i,j), оценивается частная производная ∂yn(i,j)/∂x

n
(i,j)

[17].
Предполагается, что вклад существенных элементов изображения

усиливается в слоях ИНС, производящих значительное расширение вы-
числяемого рецептивного поля (п.2.3). При формировании карт призна-
ков отдельные сигналы, полученные из вычисляемого рецептивного по-
ля, могут ослабляться в пользу сигналов, полученных на основе суще-
ственных элементов изображения, сохраняющихся во всех объектах обу-
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Рис 3. Рецептивное поле в зависимости от слоя ИНС [17]
(а) - рецептивное поле сверточного слоя; (б) - рецептивное поле слоя

подвыборки (пуллинга)

Рис 4. Рецептивное поле до и после обучения ИНС [17]
(а) - рецептивное поле до обучения; (б) - рецептивное поле после

обучения (пуллинга)

чающего множества (п.2.2). Особенно, если эти элементы устойчивы (ин-
варианты) к преобразованиям (1)-(4).

Таким образом, небольшие размеры действительного рецептив-
ного поля по отношению к размерам входного изображения или вычис-
лимого рецептивного поля можно рассматривать признаком недо-
статочного обучения ИНС. Понятно, что слои увеличения рецептивных
полей играют особую роль в расширении действительного рецептивного
поля.

3. Преодоление переобучения

3.1. Определение переобучения

В качестве базового представления проблемы переобучения модели рас-
смотрим закон смещения-дисперсии [18, 19] для задачи классификации.

Пусть {x1, x2, . . . , xn} – некоторое обучающее множество, где каждо-
му объекту xi соответствует некоторое вещественное число yi (принад-
лежность к классу, учитель). При этом существует целевая зависимость
y, которая определена как на указанном множестве {x1, x2, . . . , xn}, так
и за его пределами. Причем целевая зависимость может быть представ-
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лена следующим образом.

y(xi) = f(xi) + ε (16)

где f(x) : Rp → Rk есть некоторая функция, а ε - есть случайная
величина (шум). Будем считать, что ε имеет нулевое среднее Mε = 0 и
дисперсию σ.

Данную формализацию можно рассматривать следующим образом:
для некоторых объектов обучающего множества {x1, x2, ..., xn} доступны
ответы f̂(x), на основе которых необходимо аппроксимировать целевую
зависимость y за пределами указанного множества {x1, x2, ..., xn}.

В таком случае задача машинного обучения заключается в нахожде-
нии приближающей функции (модели) a(x), которая с допустимой точ-
ностью аппроксимирует целевую зависимость y как на всем обучающем
множестве {x1, x2, . . . , xn}, так и за его пределами. В качестве ошибки
аппроксимации будем рассматривать среднеквдатратическое отклонение
(M(y)− a(x))2.

M(y(x)− a(x))2 =M
(
y2(x)− 2y(x)a(x) + a2(x)

)
=

=M
(
a2(x)

)
− 2M

(
y(x)a(x)

)
+M

(
y2(x)

)
=

=M
(
a2(x)

)
+M

(
y2(x)

)
− 2M

(
(f + ε)a(x)

)
=

=M
(
a2(x)

)
+M

(
y2(x)

)
− 2M

(
fa(x)

)
− 2M

(
εa(x)

)
=

=M
(
a2(x)

)
−
(
M(a(x))

)2
+
(
M(a(x))

)2
+

+M
(
y2(x)

)
−
(
M(y(x))

)2

+
(
M(y(x))

)2 − 2M
(
fa(x)

)
=

= D
(
y(x)

)
+D

(
a(x)

)
+
(
M(y(x))

)2
+

+
(
M(a(x))

)2 − 2M
(
fa(x)

)
=

= D
(
y(x)

)
+D

(
a(x)

)
+
(
M(f)

)2−
− 2M

(
fa(x)

)
+
(
M(a(x))

)2
=

= D
(
a(x)

)
+
(
M(f − a(x))

)2
+D

(
y(x)

)
=

= variance
(
a(x)

)
+ bias

(
f, a(x)

)
+ σ2

где

• bias
(
f̂ , a(x)

)
=
(
M(f̂ − a(x))

)2 - смещение модели, то есть ошибка
относительно заданного множества точек {x1, x2, ..., xn}

• variance
(
a(x)

)
= D

(
a(x)

)
= M

(
a2(x)

)
−
(
Ma(x)

)2 - дисперсия мо-
дели, то есть разброс значений относительно среднего на заданном
множестве
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• σ2 = D
(
y
)
- дисперсия целевой зависимости, рассматриваемая как

неустранимая ошибка

Закон смещения - дисперсии предполагает [19]: чем больше точек
(x1, x2, ..., xn) захватывает модель a(x), тем ниже смещение (bias), однако
выше ее дисперсия (variance). Если предполагать, что при росте сложно-
сти модели увеличивается число точек, которые она способна захватить с
допустимой точностью, то данный закон может быть проиллюстрирован
следующим образом (рис.5) [19].

Рис 5. Иллюстрация закона смещения-дисперсии [19]

Тогда проблема переобучения может быть выражена следующим об-
разом:

Определение: переобучением ИНС будем называть рост ошибки
на проверочном множестве при увеличении сложности модели.

Для моделей ИНС данный закон может быть выражен в терминах
сложности ИНС, где сложность модели определяется числом разделяю-
щих гиперповерхностей (нейронов).
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3.2. Избыточность модели или недостаточность данных

В данном параграфе приводятся рассуждения, подкрепляющие введен-
ное ранее определение переобучения (п.3.1.).

Избыточная сложность модели в случае ИНС может описываться как
избыточное число разделяющих гиперповерхностей при высокой грану-
лированности групп объектов в пространстве признаков (рис.6).

Рис 6. Пример избыточной сложности модели при гранулированных
классах

При высокой гранулированности обучающего множества и при суще-
ствовании отдельных признаков, по которым объекты разных классов
становятся легко отделимыми, появляется набор существенных перемен-
ных для функции классификации (рис.7).

В таком случае переобучение ИНС возникает не только при длитель-
ном обучении, но и при излишнем дроблении признакового пространства
из-за избыточной сложности модели.

3.3. Переобучение на окклюзивных признаках

В задаче распознавания образов отдельные элементы изображения, со-
храняющиеся во всем множестве объектов некоторого класса, являются
существенными признаками. В особенности, если эти признаки являют-
ся устойчивыми (инвариантными) к преобразованиям (1)-(4), так как их
образ сохраняется неизменным во всех объектах обучающего множества.

О существовании проблем переобучения на существенных признаках
(п.3.2) в задачах распознавания образов свидетельствуют эксперименты
по оценке окклюзии изображений [1, 2, 3, 4] в сверточных ИНС. О по-
добных проблемах так же свидетельствует множество экспериментов с
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Рис 7. Пример существенной переменной (x3) в пространстве признаков

зашумлением изображений (атаки на ИНС), приводящим к значитель-
ному понижению точности [20].

Базовые подходы по оценке окклюзии [1] позволяют определить вли-
яние отдельных существенных признаков на точность классификации.
При зашумлении отдельных элементов изображения оценивается изме-
нение точности классификации в обученной ИНС. Производя указанную
операцию итерационно по всем областям изображения, возможно оце-
нить степень влияния отдельных элементов изображения на финальное
предсказание [4].

Эксперименты по окклюзии изображений [1, 2, 3, 4] демонстрируют
проблему ухудшения обобщающей способности модели за счет избыточ-
ного внимания на отдельных признаках изображения. То есть, проблема
переобучения в данном случае рассматривается как проблема избыточ-
ного вклада отдельных окклюзивных элементов изображения в карты
признаков сверточной ИНС.
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4. Метод чередования обучаемых параметров

4.1. Описание метода

В данной работе предлагается метод чередования обучаемых параметров
ИНС, позволяющий увеличить обобщающую способность модели за счет
ослабления вклада отдельных существенных сигналов (п.2.2).

Предполагается, что рассматриваемое переобучение можно регуляри-
зировать за счет попеременной остановки обучения слоев, увеличиваю-
щих вычисляемое рецептивное поле. В таком случае возможно усилить
участие других менее существенных элементов изображения при фор-
мировании карт признаков, то есть увеличить действительное рецептив-
ное поле, что приведет к повышению обобщающей способности модели.
Данную технику чередования обучаемых параметров будем далее назы-
вать обучением с фиксированным рецептивным полем (RFF –
receptive field freeze).

4.2. Эксперименты

Для демонстрации метода рассматривается классическая задача transfer-
learning. Данный подход выбран, поскольку позволяет оценить повыше-
ние обобщающей способности модели на уровне формирования карт при-
знаков, а не классификатора в последнем слое.

ИНС обучается на некотором наборе изображений (указано далее),
принадлежащих множеству базовых классов. Далее производится обу-
чение последнего (выходного) классификатор-слоя ИНС на группе клас-
сов, не входящих в базовое обучающее множество. Обучение ИН на ис-
ходном наборе классов (до transfer learning) для упрощения изложения
будем называть базовым обучением.

Эксперимент имеет следующий вид (рис.8):
Шаг 1. Базовое обучение модели

Базовое обучение модели в течении n эпох
Шаг 2. Receptive Field Freeze - обучение (RFF)

Дообучение модели в двух вариациях:
• модель 1: базовое обучение ИНС в эпохе (n+ 1)
• модель 2: RFF обучение ИНС в эпохе (n+ 1)

Шаг 3. Transfer learning
На основе каждой из 2-х моделей производится transfer-
learning (с одинаковыми гиперпараметрами)

Для чистоты эксперимента на шаге 1 на протяжении первых n эпох
обучается 1 общая модель (шаг 1). Затем на эпохе (n + 1) производит-
ся разветвление на 2 модели (шаг 2). Далее для каждой модели произ-
водится transfer learning с одинаковым гиперпараметрами, одинаковой
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Рис 8. Схема эксперимента

стартовой инициализацией весов в последнем классификатор-слое и об-
щим генератором случайных чисел.

На основе указанной схемы далее производятся 3 эксперимента: базо-
вый эксперимент, эксперимент с преодолением переобучения ИНС, экс-
перимент с глубокой ИНС ResNet50.

4.2.1. Базовый эксперимент

В базовом эксперименте используется датасет CIFAR-100. Рассматрива-
ется архитектура ИНС, состоящая из 2-х типов блоков: блоки сверток без
подвыборки и блоки с подвыборкой. Архитектура ИНС представлена в
таблице 3.

В рамках обучения с фиксированными рецептивными полями
(receptive field freeze, RFF) в указанной ИНС фиксируются параметры
слоев, производящих свертки сразу после операции подвыборки (max
pooling), то етсь слои 7 и 13. Шаги эксперимента указаны в таблице 4.

Для оценки устойчивости метода, датасет CIFAR-100 был разбит на
10 подмножеств классов. Каждое из подмножеств было разбито на 2
группы классов: классы для базового обучения и классы для transfer-
learning. Итоговые группы подмножеств представлены в таблице 5.
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Таблица 3. Архитектура базовой ИНС

N Слой Размер карты Кол-во ядер Размер ядра
1 Convolutional (32,32) 32 (3,3)
2 BatchNorm (32,32) - -
3 ReLU (32,32) - -
4 Convolutional (32,32) 32 (3,3)
5 ReLU (32,32) - -
6 MaxPooling (16,16) 32 (2,2)
7 Convolutional (16,16) 64 (3,3)
8 BatchNorm (16,16) - -
9 ReLU (16,16) - -
10 Convolutional (16,16) 64 (3,3)
11 ReLU (16,16) - -
12 MaxPooling (8,8) 64 (2,2)
13 Convolutional (8,8) 64 (3,3)
14 BatchNorm (8,8) - -
15 ReLU (8,8) - -
16 Convolutional (8,8) 64 (3,3)
17 ReLU (8,8) - -
18 Flatten 4096 - -
19 Danse 64 - -
20 ReLU 64 - -
21 Danse 8 - -
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Таблица 4. Схема экспериментов 1.1-1.10

Номер эпохи Модель 1 Модель 2
0 инициализация параметров

[1,4] базовое обучение
5 базовое обучение RFF-обучение
6 transfer-learning transfer-learning

Таблица 5. Разбиение классов в экспериментах 1.1-1.10

N Классы для базового обучения Классы для
transfer-learning

1.1 яблоко, хомяк, ребенок, медведь,
часы, пчела, велосипед, бутылка

жук, бобр

1.2 мост, автобус, верблюд, девушка,
банка, замок, гусеница, крупный
рогатый скот

чаша, мальчик

1.3 шимпанзе, облако, кровать, тара-
кан, диван, гора, чашка, динозавр

стул, крокодил

1.4 дельфин, камбала, лес, лиса, бабоч-
ка, дом, кенгуру, клавиатура

слон, аквариумная
рыбка

1.5 лампа, газонокосилка, леопард,
лев, ящерица, омар, черепаха,
кленовое дерево

краб, мотоцикл

1.6 мышь, гриб, дубовое дерево, апель-
син, орхидея, выдра, пикап, сосно-
вое дерево

пальмовое дерево,
груша

1.7 равнина, тарелка, мак, опоссум,
дикобраз, енот, луч, дорога

кролик, ракета

1.8 роза, море, тюлень, землеройка,
небоскреб, улитка, змея, паук

скунс, акула

1.9 белка, поезд, сладкий перец, стол,
танк, телевизор, тигр, трактор

телефон, трамвай

1.10 подсолнух, форель, шкаф, кит, иво-
вое дерево, волк, женщина, червь

мужчина, тюльпан

35



Таким образом, для оценки устойчивости метода, эксперимент по-
вторялся 10 раз на разных классах изображений. На каждом из под-
множеств классов производился эксперимент следующего вида. Для
валидации отводилось 20% объектов из каждой группы классов для
transfer learning. В качестве метрики оценивается accuracy валидации
(val_accuracy).

Таблица 6. Результаты экспериментов 1.1-1.10

Номер
эксп-та

Модель 1 Модель 2 delta

1.1 0,640 0,645 +0,005
1.2 0,590 0,595 +0,005
1.3 0,675 0,680 +0,005
1.4 0,765 0,760 −0, 005
1.5 0,700 0,745 +0,045
1.6 0,890 0,905 +0,015
1.7 0,795 0,800 +0,005
1.8 0,880 0,875 −0, 005
1.9 0,640 0,655 +0,015
1.10 0,790 0,825 +0,035

avarage delta +0,012

На графиках ниже (рис.9) представлены показатели точности обуче-
ния и валиации.

Нетрудно заметить, что в экспериментах 1.4 и 1.8 (где точность вали-
дации модели 2 оказалась ниже) модель 1 достигает наибольшей обобща-
ющей способности относительно прочих экспериментов (так как показа-
тели точности валидации сопоставимы с точностью обучения). В многих
остальных случаях (1.1, 1.3, 1.6, 1.7, 1.9) ИНС оказалась близка к фазе
переобучения на первых 4 эпохах.

Исходя из этого наблюдения, естественным образом возникает пред-
положение, что RFF обучение позволяет избежать ранней стадии пере-
обучения, которая выражается высокой окклюзией изображения. Экспе-
римент с этим предположением рассматривается в следующем разделе.
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Рис 9. Результаты экспериментов 1.1-1.10
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4.2.2. Эксперимент с преодолением переобучения

Для оценки предположения, рассмотренного в прошлом разделе, произ-
водится ряд экспериментов с базовым обучением в n эпох, где значение
n определяется стадией переобучения ИНС. В каждом из 10 экспери-
ментов базовое обучение производится до тех пор, пока ИНС не войдет
в фазу переобучения на некоторой эпохе n. То есть, эксперимент имеет
следующий вид:

Таблица 7. Схема экспериментов 2.1-2.10

Номер эпохи Модель 1 Модель 2
0 инициализация параметров

[1,n− 1] базовое обучение
n базовое обучение RFF-обучение

n+ 1 transfer-learning transfer-learning

Как и в экспериментах прошлого раздела, для валидации transfer
learning отводилось 20% объектов из каждой группы классов. В качестве
метрики оценивается accuracy при валидации (val_accuracy)

Таблица 8. Результаты экспериментов 2.1-2.10

Номер
эксп-та

Модель 1 Модель 2 delta

2.1 0,640 0,635 −0, 005
2.2 0,690 0,670 −0, 020
2.3 0,830 0,850 + 0,020
2.4 0,900 0,905 + 0,005
2.5 0,825 0,830 + 0,005
2.6 0,870 0,900 + 0,030
2.7 0,755 0,795 + 0,040
2.8 0,855 0,905 + 0,050
2.9 0,830 0,850 + 0,020
2.10 0,740 0,725 −0, 015

avarage delta +0,013

На графиках ниже (рис.10) представлены показатели точности обу-
чения и валиации. Анализ и выводы приведены в параграфе 4.3.1.
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Рис 10. Результаты экспериментов 2.1-2.10
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4.2.3. Эксперимент с глубокой нейронной сетью

В экспериментах №1.1-1.10 и №2.1-2.10 эмитировались слои глубоких
ИНС, производящие сжатие карт признаков (то есть слои, расширяю-
щие рецептивное поле). В данном разделе эксперимент повторяется для
глубокой ИНС ResNet50.

Из датасета ImageNet были выбраны 10 случайных классов. Далее
из указанного подмножества классов случайным образом были выбраны
2 класса для transfer learning. В ИНС ResNet50 в рамках RFF-обучения
были зафиксированы параметры в слоях, понижающих размер карты
признаков (таблица 9) : 8, 40, 82, 144. Шаги эксперимента указаны в
таблице 9.

Таблица 9. Слои, понижающие размер карты признаков в ResNet50

Номер слоя
в ResNet50

Размер входной
карты признаков

Размер выходной
карты признаков

8 (114,114) (56,56)
40 (56,56) (28,28)
82 (28,28) (14,14)
144 (14,14) (7,7)

Таблица 10. Схема эксперимента 3

Номер
эпохи

Модель 1 Модель 2

0 инициализация параметров
[1,n− 1] базовое обучение
n базовое обучение RFF-обучение
n+ 1 transfer-learning transfer-learning

Как и в экспериментах прошлых разделов, для валидации transfer
learning отводилось 20% объектов из каждой группы классов. В качестве
метрики оценивается accuracy при валидации (val_accuracy)

Таблица 11. Результаты эксперимента 3

Номер
эксп-та

Модель 1 Модель 2 delta

3 0,6827 0,7346 +0,052

На графике ниже (рис.11) представлены показатели точности обуче-
ния и валидации. Анализ и выводы приведены в параграфе 4.3.1.
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Рис 11. Результаты эксперимента 3
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4.3. Результаты экспериментов

4.3.1. Увеличение точности

В таблице 12 представлены результаты всех экспериментов (п.4.2.). В
рамках выбранных архитектур ИНС наблюдается увеличение обобщаю-
щей способности моделей.

Таблица 12. Результаты всех экспериментов

N тип
модели

кол-во
эпох

критерий
остановки

М1 М2 delta

1.1 базовая 6 число эпох 0,640 0,645 + 0,005
1.2 базовая 6 число эпох 0,590 0,595 + 0,005
1.3 базовая 6 число эпох 0,675 0,680 + 0,005
1.4 базовая 6 число эпох 0,765 0,760 −0, 005
1.5 базовая 6 число эпох 0,700 0,745 + 0,045
1.6 базовая 6 число эпох 0,890 0,905 + 0,015
1.7 базовая 6 число эпох 0,795 0,800 + 0,005
1.8 базовая 6 число эпох 0,880 0,875 −0, 005
1.9 базовая 6 число эпох 0,640 0,655 + 0,015
1.10 базовая 6 число эпох 0,790 0,825 + 0,035
2.1 базовая 4 переобучение 0,640 0,635 −0, 005
2.2 базовая 9 переобучение 0,690 0,670 −0, 020
2.3 базовая 4 переобучение 0,830 0,850 + 0,020
2.4 базовая 7 переобучение 0,900 0,905 + 0,005
2.5 базовая 8 переобучение 0,825 0,830 + 0,005
2.6 базовая 8 переобучение 0,870 0,900 + 0,030
2.7 базовая 10 переобучение 0,755 0,795 + 0,040
2.8 базовая 10 переобучение 0,855 0,905 + 0,050
2.9 базовая 9 переобучение 0,830 0,850 + 0,020
2.10 базовая 8 переобучение 0,740 0,725 −0, 015

avarage delta +0,013
3 ResNet50 17 число эпох 0.6827 0.7346 +0,052

avarage delta +0,052

Увеличение обобщающей спосоности достигается на уровне слоев,
формирующих карты признаков (поскольку эксперименты производятся
в рамках задачи transfer learning).

Результаты, полученные в экспериментах с преодалением переобуче-
ния могут сигнализировать о повышении обобщающей способности моде-
ли за счет ослабления вклада отдельных окклюзивных признаков изоб-
ражения.
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В эксперименте с глубокой ИНС ResNet50 (п.4.2.3.) достигается более
высокий прирост точности, чем в ИНС со значительно меньшей архитек-
турой (п.4.2.1, п.4.2.2.).

4.3.2. Оценка времени обучения

В экспериментах при переходе от модели 1 к моделе 2 не зафиксировано
повышение времени обучения. В таблице 13 демонстрируется результаты
профилирования времени.

Предположительно, незначительные изменения скорости обучения
(на всем числе эпох) вызваны техническими издержками на фиксиро-
вание и пропуск отдельных связей при распространении сигнала в ИНС.

Таблица 13. Изменение времени обучения

N тип модели М1 (sec) М2 (sec) delta (sec)
1.1 – 1.10 базовая 67.0 67.5 +0.7%
2.1 – 2.10 базовая 108.0 108.5 +0.4%

3 ResNet50 30499 30828 +0.1%

5. Вывод

Реализована техника, при которой обучение сверточной ИНС происхо-
дит с чередуемой остановкой обучения в слоях, производящих расши-
рение рецептивного поля. На примере задачи transfer leaning продемон-
стрировано увеличение обобщающей способности модели во множестве
экспериментов с базовой архитектурой ИНС.

Для глубокой архитектуры ResNet50 получено увеличение точности
на 5% за счет остановки обучения всего для 4 слоев и в рамках всего 1
эпохи.
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Learning parameters rotation method
Khusaenov A.A.

A method is proposed for improving the quality of training
of convolutional artificial neural networks (ANN) by dividing the
parameters according to their ability to expand the receptive field. For
example, ResNet50 accuracy increase is achieved by only 4 layers freeze.

It is shown that the model generalizing ability increase is achieved
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Часть 2.
Специальные вопросы теории

интеллектуальных систем



К вопросу о восстановлении изображения
по стертому коду

Д.В. Алексеев1

Предлагается алгоритм для восстановления изображения по
стертому коду, т.е. коду из которого удалена информация об ин-
дексах. Алгоритм обладает полиномиальной сложностью. Введено
понятие треугольников общего положения. Для множества точек,
образующих треугольники общего положения, доказана коррект-
ность работы алгоритма восстановления.

Ключевые слова: код изображения, стертый код, кодирова-
ние изображений, аффинная эквивалентность.

1. Введение

Одной из задач распознавания образов является задача распознавания
зрительных образов. Одним из вариантов распознавания является со-
поставление с известным образцом. Очевидно, изображение может быть
сдвинуто, повернуто, иметь другой масштаб. При этом человечески глаз
распознает эти изображения (см. рис. 1(a)). Таким образом имеет смысл
отождествлять изображения, полученные путем применения преобразо-
вания из некоторого класса геометрических преобразований. В частно-
сти,одним из таких классов является множество аффинных преобразо-
ваний. Этот класс является достаточно богатым и включает в себя сдви-
ги, повороты, растяжения. Заметим, что на практике, когда, например,
изображение проектируется на сетчатку глаза или фоточувствительный
элемент камеры, с плоским изображением происходят, вообще говоря,
проективные преобразования. Впрочем, если расстояние до объекта ве-
лико по сравнению с его характерными размерами, то можно считать
аффинные преобразования достаточно хорошим приближением проек-
тивных.

Каждое изображение может быть представлено как множество то-
чек (см. рис. 1(b)). Заметим, что координатное представление этих то-
чек, очевидно, зависит от выбора системы координат. Кроме того, оно не
является инвариантным относительно геометрических преобразований.

1Алексеев Дмитрий Владимирович — кандидат физ.-мат. наук, с.н.с. ла-
боратории Проблем теоретической кибернетики мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail:
alekseev@intsys.msu.ru

Alekseev Dmitriy Vladimirovich — Candidate of Physical and Matematical Sciences,
senior staff scientist, Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and
Mathematics, Problems of Theorecical Cybernetics Lab.
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Поэтому имеет смысл рассматривать другие представления, обладающие
свойством инвариантности.

В.Н. Козлов в [7] ввел понятие кода изображения, являющегося пра-
вильным для какого-то семейства геометрических преобразований. Ко-
дом является набор значений, инвариантный относительно этого семей-
ства. Код является правильным, в случае, когда верно и обратное: из сов-
падение кодов вытекает эквивалентность фигур относительно данного
семейства преобразований. Например, код, состоящий из попарных рас-
стояний между точками, является правильным относительно движений
плоскости. Там же в [7] был предложен код, состоящий из попарных от-
ношений площадей треугольников, и доказана теорема о том, что такой
код является правильным для множества невырожденных аффинных
преобразований плоскости. В ходе доказательства теоремы был пред-
ставлен алгоритм восстановления исходного изображения по его коду
(с точностью до аффинной эквивалентности). Позднее П.Г. Агниашви-
ли в [1] обобщил этот метод на случай n–мерного пространства. В [2]
были выведены характеристические свойства кодов, т.е. условия, при
которых некоторый набор чисел является кодом существующего изоб-
ражения. Построение кода, правильного относительно невырожденных
проективных преобразований плоскости, было сделано в [3].

Стертым кодом называется код, который получен из кода изобра-
жения стиранием информации об индексах. Впервые задача была сфор-
мулирована акад. В.Б. Кудрявцевым более 40 лет назад следующим об-
разом: Если оставить только попарные расстояния между точками изоб-
ражения («палки»), и выстроить их в некотором порядке, например, воз-
растающем, и сделать огибающую у этой «гребенки», то можно ли осу-
ществлять распознавание по виду огибающей? Позднее задача была пе-
реформулирована для кода, сохраняющего аффинную эквивалентность.
На данный момент автору не известны работы, содержащие продвиже-
ния по решению этих задач.

Стертый код может быть использован, например, как показано в [4],
для построения алгоритма цифровой подписи.

В данной работе рассматривается задача восстановления изображе-
ния по стертому коду с точностью до аффинной эквивалентности. Пред-
ложено определение треугольников общего положения. Предложен ал-
горитм восстановления и доказана его корректность при условии, что
точки исходного изображения образуют треугольники общего положе-
ния. Алгоритм восстановления обладает полиномиальной сложностью.

Автор хотел бы выразить благодарность проф. В.Н. Козлову за вни-
мание к работе. Также автор хотел бы выразить этой статьей дань па-
мяти акад. В.Б. Кудрявцева .
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Дальнейшая часть работы организована следующим образом. В раз-
деле 2 даются необходимые определения и формулировка основного ре-
зультата. В разделе 3 описан алгоритм восстановления изображения по
стертому коду и доказана его корректность. В разделе 4 дана алгорит-
мическая сложность и описаны результаты численных экспериментов. В
разделе 5 содержатся выводы и дальнейшие планы.

(a) Аффинные преобразования (b) Приближение точками

Рис. 1.

2. Основные понятия и формулировка результата

Определение 1. Изображением будем называть непустое конечное
множество точек на плоскости A = {a1, ..., an}.

Определение 2. Кодом изображения A = {a1, ..., an} (при n ≥ 3) бу-
дем называть множество R(A) =

{
ρijk,pqr =

S(4aiajak)
S(4apaqar)

}
1. При этом

элементы, полученные перестановками индексов i, j, k и p, q, r будем
считать одним и тем же элементом кода, таким образом мощность
множества |R(A)| = (C3

n)
2.

Далее, в данной работе будут рассматриваться только такие изобра-
жения, в которых никакие три точки не расположены на одной прямой.

Свойства кодов изображения

1) ρijk,ijk = 1;

2) ρpqr,ijk = (ρijk,pqr)
−1;

3) ρijk,pqr × ρpqr,uvw = ρijk,uvw;
1Если точки ap, aq, ar расположены на одной прямой, то ставим формальный сим-

вол ρijk,pqr = ∞
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4) ±ρijk,∗ ± ρikl,∗ = ±ρijl,∗ ± ρjkl,∗, где на месте «*» стоит произволь-
ная (одна и та же) тройка, а знаки выбираются в соответствии с
ориентацией треугольника, площадь которого стоит в знаменателе.
Например, если вершины ai, aj , ak идут против часовой стрелки, то
ρijk,∗ идет со знаком «+», а иначе — со знаком «−».

В работе [2] было показано, что эти свойства кода являются в некото-
ром смысле характеристическими. А именно, если зафиксировать ориен-
тацию каждого треугольника и взять набор произвольных чисел ρijk,pqr,
удовлетворяющий свойствам 1-4, то по этому набору строится (причем
однозначно) множество точек, кодом которого являются эти числа.

Определение 3. Стертым кодом изображения A = {a1, ..., an} будем
называть мультимножество Z(A) = {ρ1, ..., ρM}, M = (C3

n)
2, получен-

ное «стиранием» индексов во множестве R(A).

Определение 4. Будем говорить, что множество точек A образу-
ет множество треугольников общего положения T(A), если выполнены
свойства:

1) Никакие три точки не лежат на одной прямой, другими словами,
все треугольники, образованные тройками точек из A — невы-
рожденные;

2) Все нетривиальные (т.е. не ρijk,ijk = 1) элементы кода R(A) =
{ρijk,lmn} попарно различны; Замечание: из этого вытекает, что
площади всех треугольников, образованных точками из A, также
различны;

3) Равенство S(41) + S(42) = S(43) + S(44) выполняется толь-
ко в случае, когда объединения треугольников 41 ∪ 42 и 43 ∪ 44

образуют один и тот же четырехугольник (см. рис. 2(a));

4) Равенство S(41) + S(42) + S(43) = S(44) выполняется только
в случае, когда объединения треугольников 41 ∪42 ∪43 образует
44 (см. рис. 2(b));

5) Равенство ρi1j1k1,l1m1n1 · ρi2j2k2,l2m2n2 = ρi2j2k2,l2m2n2 выполнено то-
гда и только тогда, когда {l1,m1, n1} = {i2, j2, k2} или {i1, j1, k1} =
{l2,m2, n2}, т.е. когда один и тот же треугольник присутствует
в числителе и знаменателе.

Другими словами, множество треугольников общего положения та-
ково, что между площадями треугольников отсутствуют нетривиальные
соотношения, кроме тех, которые вытекают из равносоставленности фи-
гур.
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x1

x2

x3

x4

(a) 4x1x2x3 ∪ 4x1x3x4 = 4x1x2x4 ∪
4x2x3x4

x1

x2

x3

x4

(b) 4x1x2x4∪4x2x3x4∪4x1x3x4 =
4x1x2x3

Рис. 2. Треугольники общего положения

Определение 5. Если множество A′ не аффинно эквивалентно мно-
жеству A, но обладает идентичным стертым кодом Z(A) ≡ Z(A′), то
A′ называем призраком множества A.

Замечание 1. Отношение «быть призраком» симметрично, т.е. A яв-
ляется призраком A′.

Гипотеза У множества треугольников общего положения призраков
не существует.

Теорема 1. Пусть A образует множество треугольников общего по-
ложения. Существует алгоритм, который по стертому коду Z(A) ли-
бо строит изображение аффинно-эквивалентно исходному A, либо два
изображения, одно из которых аффинно-эквиваалентно A, а другое яв-
ляется его призраком A′.

3. Описание алгоритма восстановления и доказа-
тельство его корректности.

Для обоснования алгоритма докажем несколько вспомогательных утвер-
ждений.

Лемма 1. Рассмотрим произвольные треугольники 4′,4′′ ∈ T(A).
Треугольники 4′ и 4′′ имеют общую сторону тогда и только тогда,
когда существуют 4i,4j ∈ T(A) и el ∈ {±1}, l = 1, 2, 3, 4, такие, что

e1S(4′) + e2S(4′′) + e3S(4i) + e4S(4j) = 0
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A = {a1, . . . , an} Множество точек (изображение)
A′ = A \ 4min Множество точек без вершин минимального

треугольника
R(A) Код изображения A
Z(A) Стертый код изображения A
S(A) Множество пар ρ(1), ρ(2) ∈ Z(A), для которых

выполнено ρ(1) · ρ(2) = ρ∗

T(A) Множество всех треугольников с вершинами
из A

T′(A) Множество всех треугольников T(A) без ми-
нимального

P(A) Множество троек, соответствующих точкам A
T ∗(A) Подмножество T(A) — те треугольники, кото-

рые входят в тройки P(A)

β Биекция между треугольниками T′(A) и мно-
жеством пар S(A)

τ∗ Биекция между точками A′ и соответствую-
щими тройками

Таблица 1. Список обозначений

Доказательство. Если в равенстве ±S(4′)±S(4′′)±S(4i)±S(4j) = 0
знаков «плюс» больше, чем знаков «минус», то домножим его на −1.
Поскольку все знаки не могут быть одинаковыми, то в итоге получим
либо равенство вида S1 + S2 = S3 + S4, либо вида S1 + S2 + S3 = S4,
где Sk ∈ {S(4′), S(4′′), S(4i), S(4j)}, k = 1, 2, 3, 4. В первом случае по
свойству 3 треугольников общего положения получим, что любые два
треугольника из этого множества имеют общую сторону. А во втором
случае аналогичное утверждение вытекает из свойства 4.

В обратную сторону, пусть треугольники 4i1i2i3 и 4i1i2i4 имеют об-
щую сторону ai1ai2 . Точки ai3 и ai4 могут лежать по одну сторону от пря-
мой (ai1ai2) или по разные стороны от нее. Выпуклая оболочка всех четы-
рех точек может представлять собой треугольник или четырехугольник.
Получаем 4 случая:

• Случай 1 (ai3 и ai4 по одну сторону, оболочка — треугольник): Не
ограничивая общности, можно считать, что выпуклая оболочка это
4i1i2i3 , в этом случае Si1i2i3 = Si1i2i4 +Si2i3i4 +Si3i1i4 (см. рис. 3(a)).

• Случай 2 (ai3 и ai4 по одну сторону, оболочка — четырехугольник):
Не ограничивая общности, можно считать, что порядок вершин при
обходе выпуклой оболочки — ai1 , ai2 , ai3 , ai4 , следовательно Si1i2i3 +
Si1i3i4 = Si2i3i4 + Si3i4i1 (см. рис. 3(b)).
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• Случай 3 (ai3 и ai4 по разные стороны, треугольник): Не ограничи-
вая общности, можно считать, что выпуклая оболочка — 4i1i3i4 , в
этом случае Si1i3i4 = Si1i2i3 + Si1i2i4 + Si2i3i4 (см. рис. 3(c)).

• Случай 4 (ai3 и ai4 по разные стороны, четырехугольник): Не огра-
ничивая общности, можно считать, что порядок вершин при об-
ходе выпуклой оболочки — ai1 , ai3 , ai2 , ai4 , следовательно Si1i2i3 +
Si1i2i4 = Si2i3i4 + Si1i3i4 (см. рис. 3(d)).

Определение 6. Зафиксируем треугольник 4∗ ∈ T(A), не содержащий
точек из A внутри и будем называть его центральным. Рассмотрим
множество треугольников из T(A), имеющих общую сторону с цен-
тральным. Можно разбить их на тройки следующим образом. Пусть
4∗ = 4a1a2a3, для произвольной точки ai, i = 4, 5, ..., n рассмотрим
треугольники 41i = 4a2a3ai, 42i = 4a1a3ai, 43i = 4a1a2ai. Будем
называть такую тройку Ti = {41i,42i,43i} соответствующей вершине
ai. Будем обозначать P(A) множество всех таких троек и обозначать
соответствие τ∗ : A∗ = A \ {a1, a2, a3} → P(A). Множество всех тре-
угольников, входящих в соответствующие тройки будем обозначать
T ∗(A).
Замечание 2. Отображение τ∗ является биективным по построению.
Действительно, взяв разные вершины ai, aj, i 6= j, получим разные
тройки. С другой стороны, множество P(A) задано как образ этого
отображения.

Рассмотрим тройку с вершинами a1, a2, a3, ai, i = 4, ..., n. Найдем вы-
пуклую оболочку этих точек. Очевидно, она может состоять из 3 или 4
точек.

• Допустим, что она состоит из 3 точек. Очевидно, ai не может ле-
жать внутри по выбору центрального треугольника. Значит внутри
лежит вершина центрального треугольника, не ограничивая общ-
ности, допустим, вершина a3 (см. рис. 4(a)). В этом случае будем
называть эту тройку тройкой 1-го типа, а треугольник412i — глав-
ным (для этой тройки).

• Допустим, что она состоит из 4 точек. Очевидно, одна из сторон
центрального треугольника будет диагональю этого четырехуголь-
ника. Не ограничивая общности, допустим, что это сторона a1a2
(см. рис. 4(b)). В этом случае будем называть эту тройку тройкой
2-го типа, а треугольник 412i — главным (для этой тройки).
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•
ai1

•
ai2

•
ai3

• ai4

(a) Случай 1

•
ai1

•
ai2

•
ai3

• ai4

(b) Случай 2

•
ai1

•
ai2

•ai3

•ai4

(c) Случай 3

•
ai1

•
ai2

•ai3

•ai4

(d) Случай 4

Рис. 3. К доказательству леммы 1 .

Заметим, что для троек первого типа выполнено равенство S(4(m)
i ) =

S(4∗) + S(4′) + S(4′′), а для второго типа — равенство S(4(m)
i ) =

−S(4∗) + S(4′) + S(4′′) где 4∗ — центральный треугольник, 4(m)
i —

главный треугольник тройки, а 4′,4′′ — два оставшихся
Это свойство троек, является, в некотором роде, характеристическим,

как показано в следующей лемме.

56



Лемма 2. Если треугольники 4(m),4′,4′′ ∈ T(A) \ {4∗} удовлетво-
ряют соотношению S(4(m)) = ±S(4∗) + S(4′) + S(4′′), то найдется
ai ∈ A∗, для которой τ∗(ai) = {4(m)

i ,4′,4′′} ∈ P(A), т.е. эта тройка
треугольников является соответствующей.

Доказательство. Очевидно вытекает из свойств 3 и 4 множества тре-
угольников общего положения.

•
a1

•
a2

•a3

•ai

(a) Первый тип

•
a1

•
a2

•a3

•ai

(b) Второй тип

Рис. 4. Примеры соответствующих троек.

Введем отношение смежности на множестве T ∗(A) . Будем называть
смежными треугольники, не входящие в одну тройку, у которых имеется
общая сторона. Заметим, что если треугольники не входят в одну тройку,
то общая сторона может быть только одной из из сторон центрального
треугольника 4∗. Таким образом, это отношение разбивает множество
T ∗(A) на три класса эквивалентности.

Замечание 3. Свойство «иметь общую сторону» легко проверить, ис-
пользуя лемму 1 .

Лемма 3. Построим прямые a1a2, a2a3, a1a3. Они разобьют плоскость
на 6 областей (исключая центральный треугольник). Для каждой со-
ответствующей тройки Ti по типу и классу эквивалентности главно-
го треугольника однозначно определяется, в какой из областей распо-
ложена точка ai (см. рис. 5).
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•
a1

•
a2

• a3

класс 1
тип 2

класс 1
тип 1

класс 2
тип 2

класс 2
тип 1

класс 3
тип 2

класс 3
тип 1

Рис. 5. Положение вершины ai в зависимости от типа и класса.
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Доказательство. Например, рассмотрим тройку первого типа, не огра-
ничивая общности можно считать, что главный треугольник прилегает
к стороне a1a2. Из равенства

S(412i) = S(4123) + S(413i) + S(423i)

вытекает, что этот треугольник полностью содержит 4123, следователь-
но, его третья вершина ai содержится в угле, образованном лучами
[a1; a3[ и [a2; a3[ (см. рис. 5). Остальные случаи рассматриваются ана-
логично.

Замечание 4. Предполагается, что нумерация классов эквивалентно-
сти соответствует нумерации сторон: a1a2 — первый класс, a2a3 —
второй, a3a1 — третий.

Замечание 5. Здесь и далее в статье предполагается, что T(A) —
множество треугольников общего положения.

Будем обозначать T(A) множество всех треугольников, образован-
ных точками множества A. Площади треугольников различны, обозна-
чим 4min,4max ∈ T(A) треугольники наибольшей и наименьшей пло-
щади, соответственно. Индексы точек, соответствующих этим треуголь-
никам будем обозначать (imin, jmin, kmin) и (imax, jmax, kmax). Обозначим
ρ∗ = S(4max)

S(4min)
. Аффинным преобразование отобразим 4min в треугольник

единичной площади и будем в-дальнейшем полагать Smin = 1, Smax = ρ∗.
Докажем (в этих предположениях) следующие вспомогательные леммы:

Лемма 4. Пусть T(A) — множество треугольников общего положе-
ния, Z(A) — стертый код, соответствующий их вершинам. Суще-
ствует биекция β между множеством треугольников

T′(A) = T(A) \ {4min,4max}

и множеством неупорядоченных пар

S(A) =
{
(ρ(1), ρ(2)) : ρ(1), ρ(2) ∈ Z(A) \ {1, ρ∗}; ρ(1) · ρ(2) = ρ∗

}

Доказательство. Построим отображение β следующим образом: Пусть
4 = 4ijk ∈ T′(A) — произвольный треугольник, очевидно,

S(4max)

S(4)
· S(4)

S(4min)
=
S(4max)

S(4min)
= ρ∗

и можно взять в качестве β(4) пару:

(ρ(1), ρ(2)) =

(
S(4max)

S(4)
= ρimaxjmaxkmax,ijk,

S(4)

S(4min)
= ρijk,iminjminkmin

)
.
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Покажем, что отображение β является инъекцией. Предположим об-
ратное: β(4) = β(4′) = (ρ(1), ρ(2)) для некоторых 4 6= 4′. Но это про-
тиворечит свойству 2 треугольников общего положения — для разных
треугольников получаются одинаковые коды.

Покажем, что отображение β является сюръекцией. Предположим,
что найдется пара (ρ(1), ρ(2)), не принадлежащая образу β(T′(A)), та-
кая, что ρ(1) · ρ(2) = ρ∗. По свойству 5 это означает, что для некоторых
треугольников 41,42,43 выполнено равенство S(41)

S(42)
· S(42)
S(43)

= ρ∗, т.е.
S(41)
S(43)

= S(4max)
S(4min)

. Из этого следует, что 41 = 4max и 43 = 4min, посколь-
ку для любой другой пары треугольников отношение площадей меньше
ρ∗, а значит β(42) = (ρ(1), ρ(2)).

Лемма 5. Пусть T(A) — множество треугольников общего положе-
ния. Выберем произвольные 4ijk,4pqr ∈ T′(A), 4ijk 6= 4pqr. Обозначим
β(4ijk) = (ρ(1), ρ(2)), β(4pqr) = (ρ(3), ρ(4)), пусть для определенности
Sijk = ρ(1). Тогда из чисел ρ′ = ρ(3)

ρ(1)
и ρ′′ = ρ(4)

ρ(1)
одно и только одно

принадлежит стертому коду Z(A).

Доказательство. Из условия β(4pqr) = (ρ(3), ρ(4)) вытекает, что либо
S(4pqr) = ρ(3), либо S(4pqr) = ρ(4). Если S(4pqr) = ρ(3), то в коде
должен присутствовать ρ′ = ρ(3)

ρ(1)
, а если S(4pqr) = ρ(4), то ρ′′ = ρ(4)

ρ(1)
.

Одновременно два таких элемента присутствовать не могут. Действи-
тельно, предположим для определенности, что в исходном изображении
Spqr = ρ(3). Тогда

ρ′′ =
ρ(4)

ρ(1)
=

ρ∗

ρ(1)ρ(3)
=
ρ(2)

ρ(3)
,

следовательно, ρ′′ · ρ(3) = ρ(2), что противоречит свойству 5.

3.1. Алгоритм восстановления изображения по стертому
коду

1) Выберем в качестве центрального треугольник минимальной пло-
щади. Поскольку восстановление происходит с точностью до а-
эквивалентности, то можно назначить минимальному треугольни-
ку любую площадь, например S(4min) = Smin = 1 для определен-
ности. Тогда площадь наибольшего треугольника определена одно-
значно S(4max) = Smax = ρ∗. Заметим, что ρ∗ известно, т.к. это
максимальный элемент стертого кода.

2) Зафиксируем одну из пар (ρ(1), ρ(2)) ∈ S(A). По лемме 4 ей соответ-
ствует треугольник 4ijk = β−1(ρ(1), ρ(2)). Возможно два варианта
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Sijk = ρ(1) или Sijk = ρ(2). В дальнейшем построение идет парал-
лельно для обоих вариантов. В одном из них должно получить-
ся исходное изображение. Для определенности будем считать, что
Sijk

Smin
= Sijk = ρ(1), второй вариант рассматривается аналогично.

3) Перебираем все пары (ρ(3), ρ(4)) ∈ S(A). По лемме 4 в исходном
изображении найдется треугольник4pqr = β−1(ρ(3), ρ(4)). По лемме
5 либо ρ′ = ρ(3)

ρ(1)
∈ Z(A), тогда S(4pqr) = ρ(3), либо ρ′′ = ρ(4)

ρ(1)
∈ Z(A)

и тогда S(4pqr) = ρ(4), Повторив эту процедуру для всех пар из
S(A), получаем список площадей всех треугольников из T′(A). A
S(4min), S(4max) уже известны из первого шага алгоритма.

4) Выберем в качестве центрального 4min (очевидно, не содержащий
внутри себя точек из A). По лемме 2 найдем все тройки P(A),
соответствующие точкам A′ = A \ {a1, a2, a3} (т.е. кроме вершин
центрального треугольника). В каждой тройке выделим главный
треугольник 4(m)

i , i = 4, ..., n.

5) Разбиваем треугольники T ∗(A) на классы эквивалентности. Тре-
угольники эквивалентны тогда и только тогда, когда а) Они не
содержатся в одной тройке; б) Имеют общую сторону (что можно
проверить по лемме 1).

6) Для каждой тройки из Ti = P(A) определим по лемме 5 в какой
области находится соответствующая точка. Таким образом, мы по-
лучим, в какой полуплоскости относительно прямых b1b2, b2b3 и
b3b1 будет расположена восстановленная точка. Если выбрать вос-
становленные точки как b1(0, 0), b2(1, 0), (0, 1), то это позволяет
определить знаки координат (см. рис. 6).

7) Зафиксируем на плоскости треугольник 4b1b2b3 и будем считать,
что это образ центрального треугольника 4min при некотором аф-
финном преобразовании. Для каждой тройки из P(A) определим
к каким сторонам центрального треугольника прилегают главный
и побочные треугольники. Если известна площадь Si = S(412i), то
расстояние точки bi до прямой b1b2 равно di = 2Si/|b1b2|. Геомет-
рическим местом таких точек являются две прямые, параллельные
b1b2 и проходящие на расстоянии di от нее. Но, поскольку извест-
но (из предыдущего пункта), в какой полуплоскости находится bi,
то остается только одна прямая. Проделав аналогичные построе-
ния для стороны b2b3, получим вторую прямую, не параллельную
первой. Очевидно, что точка их пересечения и есть bi.
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8) Находим стертый код восстановленного изображения и сравниваем
с Z(A). Если коды не совпадают (такое возможно в случае, если по-
шли по неправильной ветке в пункте 2), то отбрасываем результат.

Корректность алгоритма вытекает из доказанных ранее лемм.

•
b1(0; 0)

•
b2(0; 1)

• b3(1; 0)

x

y

класс 1 тип 1
x < 0; y > 0

класс 1 тип 2
x > 0; y < 0

класс 2 тип 1
x < 0; y < 0

класс 2 тип 2
x > 0; y > 0

класс 3 тип 1
x > 0; y < 0

класс 3 тип 2
x < 0; y > 0

Рис. 6. Определение знака координат по классу и типу тройки (шаг 6).
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Шаг Сложность Комментарий
1 O(n6) Перебор элементов стертого кода |Z(A)| =

C2
C3

n

2 O(1) Фиксируем пару из S(A)

3 O(n3) Перебор пар из |S(A)| = C3
n

4 O(n9) Перебор троек треугольников C3
C3

n

5 O(n7) Разбиение троек из |P(A)| = n− 3 на классы
эквивалентности2

6 O(n) Перебор точек и определение положения от-
носительно 4∗

7 O(n) Перебор точек и восстановление координат
8 O(n6) Нахождение стертого кода восстановленного

изображения и сравнение с исходным кодом

Таблица 2. Оценка алгоритмической сложности

4. Алгоритмическая сложность и эксперименты

Алгоритмическая сложность оценивается в случае, когда все точки мно-
жества A обладают целочисленными координатами. В этом случае пло-
щади всех треугольников целые или полуцелые, следовательно, все эле-
менты стертого кода являются рациональными. Модель вычислителя
предполагает сложность 1 для любого арифметического действия с раци-
ональными числами произвольной точности. Это достаточно адекватно
моделирует случай, когда и числитель, и знаменатель дроби помещаются
в регистр вычислительного устройства (CPU).

Наиболее трудоемкой является процедура перебора троек треуголь-
ников на этапе 4 (см. таблицу 2). Количество операций сравнения равно
2 ·C3

C3
n
= O(n9), где n — количество точек изображения. Сложность, хотя

и является полиномиальной по n, не позволяет проводить алгоритм для
большого количества точек (например, n = 100).

Алгоритм был реализован в виде скрипта для Matlab (версия
R2020b). Краткое описание скрипта:

• Случайным образом порождает координаты n точек;

• Cтроит стертый код для этих точек;

• Применяет алгоритм из раздела 3.1;

• Проводит замер времени;
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n t (сек.)
8 0.6565
9 2.1726
10 5.7466
11 15.595
12 35.471
13 70.919
14 153.00
15 280.39
16 542.05
17 954.20
18 1489.2
19 2553.6

Таблица 3. Время работы алгоритма

• Проверяет корректность восстановления с точностью до аффинной
эквивалентности.

Скрипт выложен в общий доступ и доступен по адресу https://
github.com/dvalex/erased_code_recovery.

Тестирование проводилось на компьютере с процессором Intel®

Core™ i7-8700 (тактовая частота 3.20GHz), объем оперативной памяти
32GB, ОС Windows 10 (версия 22Н2), Проводилось восстановление для
n = 8, 9, ..., 19 с замером времени выполнения (1 запуск для каждого n).

Результаты приводятся в таблице 3 и изображены на рис. 7.

Замечание 6. В алгоритме шаг 4 (перебор троек треугольников) об-
ладает наибольшей вычислительной сложностью. Этот шаг может
быть выполнен параллельно, что, впрочем, не снижает асимптотиче-
скую сложность.

5. Заключение: выводы и дальнейшие планы.

Итогом данной работы является создание алгоритма для восстановле-
ния изображения по стертому коду за полиномиальное время и доказа-
тельство корректности его работы при условии треугольников общего
положения. Сделана оценка алгоритмической сложности показано ее со-
ответствие экспериментальным данным.

Возможные направления дальнейшего развития:
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Рис. 7. а) Время выполнения в зависимости от числа точек; б) Время
выполнения деленное на C3

C3
n
.

1) Ослабить условия на множество треугольников общего положения
— сейчас они выглядят не очень естественно и сложными для про-
верки. Поскольку для проверки требуется перебор четверок тре-
угольников, то алгоритмическая сложность составляет O(n12), т.е.
превосходит сложность решения самой задачи!

2) В случае целочисленных координат, лежащих в определенном диа-
пазоне, оценить вероятность генерации множества треугольников
общего положения.

3) Сделать построение однозначным. Например, доказать, что у изоб-
ражения в общем положении нет призраков или вывести достаточ-
ные условия, при которых изображение не может иметь призрака.

4) Снизить алгоритмическую сложность, которая в текущей версии
составляет O(n9).
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5) Реализовать алгоритм с использованием рациональных чисел про-
извольной точности (например, на Python). Сейчас используется
встроенный в Matlab тип «double», сравнение таких чисел произ-
водится приближенно, с точностью до 10−8.

6) Применить аналогичный подход к решению изначальной задачи
(про попарные расстояния между точками)
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О сложности перехода к правильному
линейному виду

П.С. Дергач1 Д.A. Сальцова1

Данная работа посвящена изучению правильного линейного ви-
да для регулярных языков с полиномиальной функцией роста и
улучшению соответствующих оценок на сложность перехода от ли-
нейного вида к правильному линейному виду.

Удалось понизить ранее известную из работы [1] оценку n2 до
оценки n2

2 +n. Так же получена верхняя оценка n2

4 для языков вида
β∗
1β

∗
2 . . . β

∗
s , в которых слова βi соизмеримы.

Ключевые слова: регулярный язык, функция роста, правиль-
ный линейный вид, сложность.

1. Введение

Известно, что регулярные языки с полиномиальной функцией роста за-
даются регулярными выражениями линейного вида [1]. Выражениями
линейного вида называются конечные объединения выражений вида

P = α1 · (β1)∗ · α2 . . . αs · (βs)∗ · αs+1,

где s ∈ N0, α1, . . . , αs+1 ∈ A∗, β1, . . . , βs ∈ A∗ \ {λ}.
Выражениями правильного линейного вида называются выражения

этого же вида, для которых α2, . . . , αs не пусты и первые буквы слов
βi, αi+1 различны при всех 1 ≤ i ≤ s (для пустого αs+1 это условие при
i = s опускается).

Необходимо оценить сложность перехода от представлений языков
выражениями линейного вида к представлениям выражениями правиль-
ного линейного вида.

В статье мы сначала даем определения и основные свойства этих
выражений, а также формулируем задачу об оценке выражений.

Ранее в работе [1] изучался этот вопрос и была получена квадра-
тичная верхняя оценка. Также в работе [2] для случая несоизмеримых

1Дергач Пётр Сергеевич — к.ф.-м.н., м.н.с. каф. математической теории интеллек-
туальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: dergachpes@gmail.com.

Dergach Peter Sergeevich — Ph.D., junior researcher, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.

1Сальцова Диана Александровна — выпускник Филиала МГУ имени М.В. Ломо-
носова в городе Ташкенте, e-mail: saltsovadiana@gmail.com.

Saltsova Diana Alexandrovna — Graduate of the M.V. Lomonosov Moscow State
University Branch in Tashkent.
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выражений линейного вида (частный случай) была получена линейная
верхняя оценка 4n.

Далее в статье мы улучшаем общую верхнюю оценку на сложность
перехода от регулярного выражения линейного вида к регулярному вы-
ражению правильного линейного вида.

Также отдельно рассмотрен случай, когда язык имеет соизмеримый
вид. Получена верхняя оценка n2

4 .
В заключении мы подводим итоги и обсуждаем возможные направ-

ления для будущих исследований в данной области.

2. Основные определения и результаты

Большая часть определений данного раздела взята из источников [3]-[5].

Определение 1. Дадим определение регулярного множества. Множе-
ство P , называется регулярным в алфавите A, если его можно получить
из пустого множества и одноэлементных однобуквенных множеств {a},
a ∈ A следующим образом

∅ — регулярное множество в алфавите A;
{a} — регулярное множество в алфавите A, a — произвольная буква

алфавита A;
Если P1, P2 — регулярные множества в алфавите A, то и множества

P1 ∪ P2, P1 · P2, (P1)
∗ будут регулярными множествами в алфавите A.

Определение 2. Пусть P ⊆ A∗ и n ∈ N. Через P≤(n) обозначаем мно-
жество всех слов из P длины не больше n. Через TP обозначаем функцию
TP : N −→ N0, где

TP (n) := |P≤(n)|
для всех n ∈ N. Называем TP функцией роста для P . Говорим, что P
имеет полиномиальную функцию роста, если TP (n) ограничена сверху
полиномом от n.

Определение 3. Регулярным выражением в алфавите A, называется
слово из алфавита A∪{∗, ·, ∨, (, ), λ}, которое определяется следующим
образом:

λ — регулярное выражение в алфавите A;
Буквы алфавита A — регулярные выражения в алфавите A;
Если P1, P2 — регулярные выражения в алфавите A, то выражения

P1 ∪ P2, P1 · P2, (P1)
∗ — будут регулярными выражениями в алфавите

A.
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Определение 4. Длиной регулярного выражения P в алфавите A бу-
дем называть количество букв из алфавита A, которые входят в это
регулярное выражение с учетом кратности.

Определение 5. Слово α ∈ A∗ называется измельчением слова β ∈ A∗,
если при некотором k ∈ N выполняется равенство β = αk.

Определение 6. Слово α ∈ A∗ называется минимальным измельче-
нием непустого слова β ∈ A∗, если его длина минимальна среди всех
измельчений слова β.

Определение 7. Два слова β1, β2 ∈ A∗ называются соизмеримыми,
если их минимальные измельчения совпадают. В противном случае будем
называть их несоизмеримыми.

Определение 8. Семейство слов β1, β2, . . . , βn ∈ A∗ называется соизме-
римым в совокупности, если у них есть общее измельчение.

Определение 9. Регулярное выражение P в алфавите A имеет линей-
ный вид, если оно представимо в виде конечного объединения выражений
вида

P = α1 · (β1)∗ · α2 . . . αs · (βs)∗ · αs+1,

где s ∈ N0, α1, . . . , αs+1 ∈ A∗, β1, . . . , βs ∈ A∗ \ {λ}.
Если при этом α2, . . . , αs не пусты и первые буквы слов βi, αi+1 при

всех 1 ≤ i ≤ s различны (для пустого αs+1 это условие при i = s опус-
кается), то будем называть такое выражение выражением правильного
линейного вида.

Определение 10. Будем говорить, что выражение линейного вида несо-
измеримо, если все соседние пары βi, βi+1 в нём несоизмеримы.

Определение 11. Пусть регулярное множество P задано конечным
объединением регулярных выражений линейного вида. Линейной слож-
ностью такого представления называем максимальную из длин этих
выражений.

Определение 12. Пусть регулярное множество P задано конечным
объединением регулярных выражений правильного линейного вида. Пра-
вильной линейной сложностью такого представления называем макси-
мальную из длин этих выражений.

Определение 13. Пусть P ⊆ N. Называем такое множество периодиче-
ским, если существуют T0, T ∈ N такие, что начиная с k ≥ T0 из условия
k ∈ P следует условие k + T ∈ P. Число T0 называем предпериодом, а
число T — периодом.
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Определение 14. Пусть P ⊆ N — периодическое множество. Через
Tпредп(P ) будем обозначать его минимальный предпериод.

Определение 15. Пусть A = (νa1)∗(νa2)∗ . . . (νas)∗. Тогда через Xν(A)
обозначаем множество Xν(A) = {l |νl ∈ A}.

Определение 16. Пусть a, b ∈ N. Если a делится нацело на b, то пишем
b|a. Через Za,b обозначаем множество:

Za,b := {n ∈ N| n ≥ a, b|n}.

Теорема 1. Пусть регулярный язык задаётся регулярным выражением
следующего линейного вида

A = (νa1)∗(νa2)∗ . . . (νas)∗

со сложностью не выше n. Тогда его можно представить регулярным
выражением правильного линейного вида с правильной линейной слож-
ностью не выше n2

4 + n.

Теорема 2. Пусть регулярный язык задаётся регулярным выражением
следующего линейного вида

A = β∗1β
∗
2 . . . β

∗
s

со сложностью не выше n. Тогда его можно представить регулярным
выражением правильного линейного вида с правильной линейной слож-
ностью не выше n2

2 + n.

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть x1, . . . , xk — натуральные числа и r := НОД(x1, . . . , xk),
H := {a1x1 + · · ·+ akxk | a1, . . . , ak ∈ N0}. Тогда существует n0 ∈ N та-
кое, что Zn0,r ⊆ H.

Доказательство. Доказательство леммы приведено в главе 2 работы [1].

Лемма 2. Пусть A — конечный алфавит и P — выражение линейного
вида сложности не выше n. Тогда его можно представить выражением
правильного линейного вида сложности не выше n2.

Доказательство. Данная лемма взята из главы 5 работы [1], там она
приводится как лемма 3.
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Лемма 3. Пусть A — конечный алфавит, α, β ∈ A∗ \ {Λ} и αk = βm

для некоторых k,m ∈ N. Тогда существует ν ∈ A∗ \ {Λ} такое, что

|ν| = НОД(|α|, |β|), α = ν
|α|
|ν| , β = ν

|β|
|ν| .

Доказательство. Доказательство леммы приведено в главе 2 работы [1].

Лемма 4. Пусть a, b ∈ N, a + b ≤ n. При таких ограничениях макси-
мальное значение произведения ab не превосходит n2

4 .

Доказательство. Рассмотрим два случая — когда сумма чётна и нечёт-
на.

1) Пусть a + b — чётно. Тогда для доказательства этой леммы вос-
пользуемся неравенством между средним арифметическим и гео-
метрическим:

a+ b

2
≥
√
ab,

где a и b — неотрицательные числа. Из этого неравенства следует,
что

ab ≤
(
a+ b

2

)2

=
n2

4
.

2) Пусть a + b — нечётно. Если a и b отличаются хотя бы на 2 и, без
ограничения общности, a ≤ b, то мы можем заменить a на a+1, а b
— на b−1. От этого значение произведения может только вырасти.
Таким образом, максимальное значение произведения достигается,
когда a = k, b = k + 1. И окончательно получаем

k(k + 1) ≤ (2k + 1)2

4
=
n2

4
,

так как
4k2 + 4k ≤ 4k2 + 4k + 1.

Лемма 5. Пусть A = (0a1)∗(0a2)∗ . . . (0as)∗, a1 +a2 + · · ·+as ≤ l и a1, a2
— взаимно просты. Тогда Tпредп(X0(A)) ≤ a1a2.

Доказательство. Рассмотрим следующие числа:

a1, 2a1, 3a1 . . . , a2a1.

Они все входят в X0(A). Рассмотрим остатки этих чисел по модулю a2.
Из взаимной простоты a1 и a2 следует, что все эти остатки различны. А
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значит в этом списке встретятся все остатки. Самое большое число здесь
— a2a1. Поэтому у любого другого числа t ≥ a2a1 будет остаток, который
мы уже получили ранее.

А раз у нас уже есть в списке число с таким остатком, то мы можем
прибавить к нему a2 несколько раз и получить число t. То есть, начиная
с момента a2a1 период для X будет равен единице. А это значит, что
Tпредп(X0(A)) ≤ a1a2.

Лемма 6. Пусть A = (νa1)∗(νa2)∗ . . . (νas)∗, s ≥ 2 и выполнено неравен-
ство (a1+a2+· · ·+as)|ν| ≤ l. Тогда, для множества Xν(A) = {l | νl ∈ A}
верно, что

Tпредп(Xν(A)) ≤ l2

4|ν| .

Доказательство. Сначала докажем утверждение для случая, когда си-
стема чисел a1, a2, . . . as взаимно проста в совокупности. Проведем дока-
зательство методом обобщенной математической индукции по параметру
s.

База индукции (s = 2).

A = (νa1)∗(νa2)∗.

Рассмотрим вспомогательный случай B = (0a1)∗(0a2)∗.
Мы имеем a1 + a2 ≤ l

|ν| . Тогда по лемме 5 получаем

Tпредп(X0(B)) ≤ a1a2.

И по лемме 4 это число не превосходит l2

4|ν|2 . Поэтому

Tпредп(Xν(A)) ≤ Tпредп(X0(B))|ν| ≤ l2

4|ν| .

Переход индукции. (2, 3, . . . , s− 1⇒ s)
Докажем для s. Мы имеем

A = (νa1)∗(νa2)∗ . . . (νas)∗.

Без ограничения общности упорядочим a1, a2, . . . , as следующим об-
разом

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ as−1 ≤ as.
Рассмотрим вспомогательное множество Â = (0a1)∗(0a2)∗ . . . (0as)∗.
Тогда для множества

B = (0a1)∗(0a2)∗ . . . (0as−1)∗
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предпериод Tп множества X0(B) не превосходит (a1+a2+···+as−1)2

4 по пред-
положению индукции. Обозначим через d1 наибольший общий делитель
системы чисел a1, a2, . . . , as−1. По лемме 5 мы знаем, что начиная с мо-
мента Tп множество X0(B) имеет период d1. Рассмотрим вспомогатель-
ное множество C = (0d1)∗(0as)∗. Мы знаем, что d1 и as взаимно просты,
поэтому по предположению базы предпериод множества X0(C) не пре-
восходит (d1+as)2

4 . Значит предпериод множества X0(Â) не превосходит
суммы предпериодов X0(B) и X0(C):

(a1 + a2 + · · ·+ as−1)2

4
+

(d1 + as)
2

4
.

Докажем, что это выражение не превосходит l2

4|ν| .
Для доказательства этого неравенства достаточно доказать, что

(a1 + a2 + · · ·+ as−1)2

4
+

(d1 + as)
2

4
≤ (a1 + a2 + · · ·+ as−1 + as)

2

4
,

что равносильно следующему неравенству

d21 + 2d1as ≤ 2as(a1 + · · ·+ as−1).

Что, очевидно, верно, так как d1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ as и s − 1 ≤ 2.
Возвращаясь к исходному множеству A, получаем

Tпредп(Xν(A)) ≤ Tпредп(X0(Â))|ν| ≤ l2

4|ν| .

Переход индукции доказан.
Теперь рассмотрим случай, когда НОД(a1, a2, . . . , as) = d > 1.
Обозначим ν̂ = νd и представим наше множество A в виде:

A = (ν̂
a1
d )∗(ν̂

a2
d )∗ . . . (ν̂

as
d )∗.

Для такого представления множества мы уже выше доказали, что

Tпредп(Xν̂(A)) ≤ l2

4|ν̂| =
l2

4d|ν| .

Поэтому

Tпредп(Xν(A)) ≤ Tпредп(Xν̂(A))d ≤ l2

4d|ν|d =
l2

4|ν| .

Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть A = β∗1β
∗
2 . . . β

∗
s . Если соседние пары βi в этом выра-

жении соизмеримы, то тогда все βi соизмеримы в совокупности.
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Доказательство. Данное утверждение легко доказывается индукцией
по s. При s = 2 утверждение очевидно. Докажем переход индукции.
Пусть мы уже доказали утверждение для множества β∗1β∗2 . . . β∗s−1. Тогда
по индукционному предположению

β∗1β
∗
2 . . . β

∗
s = (νa1)∗(νa2)∗ . . . (νas−1)∗β∗s .

Осталось заметить, что из соизмеримости βs−1, βs и леммы 3 следует
соизмеримость ν, βs. Значит у слов β1, β2, . . . , βs есть общее измельчение.

Лемма доказана.

4. Доказательство основных утверждений

Теорема 1. Пусть регулярный язык задаётся регулярным выражением
следующего линейного вида

A = (νa1)∗(νa2)∗ . . . (νas)∗

со сложностью не выше n. Тогда его можно представить регулярным
выражением правильного линейного вида с правильной линейной слож-
ностью не выше n2

4 + n.

Доказательство. При s = 1 утверждение очевидно, поэтому далее бу-
дем считать, что s ≥ 2.

Для доказательства этой теоремы необходимо разобраться в дока-
зательстве леммы 3 главы 5 работы [1]. Там показано, что наше пред-
ставление задаётся в виде периодического семейства степеней ν, которое
может быть получено конечным объединением элементов из предперио-
да и периодической части с длиной периода НОД(a1, a2, . . . , as).

Каждое множество из этого объединения уже имеет правильный ли-
нейный вид. Самое большое по длине из этих множеств задаётся в сле-
дующем виде:

νTпредп(Xν(A))(νНОД(a1,a2,...,as))∗. (∗)
Оценим его длину. По лемме 6

Tпредп(Xν(A)) ≤ n2

4|ν| .

И НОД(a1, a2, . . . , as) ≤ a1 ≤ a1 + · · ·+ as ≤ n
|ν| .

Поэтому длина выражения (*) не превосходит

|ν|(Tпредп(Xν(A)) + НОД(a1, a2, . . . , as)) ≤ |ν|
(
n2

4|ν| +
n

|ν|

)
=
n2

4
+ n.

Теорема доказана.
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Теорема 2. Пусть регулярный язык задаётся регулярным выражением
следующего линейного вида

A = β∗1β
∗
2 . . . β

∗
s

со сложностью не выше n. Тогда его можно представить регулярным
выражением правильного линейного вида с правильной линейной слож-
ностью не выше n2

2 + n.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения нужно
глубже погрузиться в доказательство леммы 3 главы 4 работы [1]. В ней
рассматриваются процедура “расщепления”, позволяющая преобразовы-
вать соседнюю пару итераций β∗1β∗2 в выражение правильного линейного
вида.

На идейном уровне эту процедуру можно описать так: из итерации
β∗2 вытягивается несколько раз слово β2 так, чтобы результат нельзя бы-
ло целиком перебросить через итерацию β1. И показывается, что длина
вытянутого слова не превосходит |β1||β2|.

С помощью этого факта можно доказать утверждение нашей теоре-
мы. Для этого разобьём выражение β∗1β∗2 . . . β∗s в последовательность из
блоков B1, B2, . . . , Bk, где слова в каждом из блоков Bi и Bi+1 попарно
соизмеримы, а значит по лемме 7 все блоки Bi представимы в виде

Bi = (ν
a1(i)
i )∗(νa2(i)i )∗ . . . (νas(i)i )∗.

При этом νi и νi+1 несоизмеримы в силу разбиения на блоки. Обозна-
чим длину блока Bi через li. Из теоремы 1 знаем, что каждый блок Bi
можно заменить на представление правильного линейного вида с дли-
ной не больше чем l2i

4 + li. При этом очень важно отметить, что в новом
линейном виде все подъитерационные слова являются степенями слова
νi.

Дальше в ход идёт процедура “расщепления” для пары несоизмери-
мых звёзд, позволяющая “развести” соседние блоки Bi. Для этого, как
было показано в доказательстве теоремы 1 потребуется увеличить длину
выражения на не более чем l1l2 + l2l3 + · · ·+ ls−1ls символов.

Совмещая вместе идеи о “расщеплении” и приведении блоков в пра-
вильный линейный вид окончательно получаем оценку на длину нового
линейного вида:

l21
4

+ l1 + · · ·+ l2s
4

+ ls + (l1l2 + l2l3 + · · ·+ ls−1ls) =

=
l21 + l22 + · · ·+ l2s + 4l1l2 + 4l2l3 + · · ·+ 4ls−1ls

4
+ (l1 + l2 + · · ·+ ls) ≤
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≤ (l1 + l2 + · · ·+ ls)
2

4
+

2l1l2 + 2l2l3 + · · ·+ 2ls−1ls
4

+ (l1 + l2 + · · ·+ ls) ≤

≤ (l1 + l2 + · · ·+ ls)
2

4
+

(l1 + l2 + · · ·+ ls)
2

4
+ (l1 + l2 + · · ·+ ls) =

=
(l1 + l2 + · · ·+ ls)

2

2
+ (l1 + l2 + · · ·+ ls).

Правильность полученного линейного вида следует из выше отмечен-
ного факта о том, что подъитерационные слова в заменённых блоках по
прежнему начинаются с νi и не портят условие правильности при ис-
пользовании процедуры “расщепления”.

Теорема доказана.

5. Заключение

В данной статье было проведено исследование о представлении регуляр-
ных языков с полиномиальной функцией роста с использованием регу-
лярных выражений линейного вида. Основной целью публикации было
разработать новую оценку сложности перехода от линейного вида регу-
лярных языков к правильному линейному виду.

В ходе исследования были рассмотрены существующие оценки слож-
ности перехода и проведен анализ их эффективности. Было обнаружено,
что существующие оценки не всегда достаточно точно оценивают слож-
ность перехода. Это стало основной мотивацией для разработки новой
оценки.

На основе проведенного исследования была сформулирована и дока-
зана основная теорема, утверждающая, что регулярный язык, задавае-
мый регулярным выражением линейного вида с линейной сложностью не
превышающей n, может быть задан регулярным выражением правильно-
го линейного вида с линейной сложностью не превышающей n2

2 +n. Это
означает, что предложенная новая оценка более точно оценивает слож-
ность перехода и может быть применена для оптимизации представления
регулярных языков.
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∗
2 . . . β

∗
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Оценка степеней разделяющих
многочленов для монотонных и

самодвойственных функций

М. В. Носов1

В работе получена верхняя оценка степени многочлена с дей-
ствительными коэффициентами разделяющего нули и единицы мо-
нотонной булевской функциии в нечётном случае размерности про-
странства. Вместе с ранее известными оценками для чётного слу-
чая и нижней оценки для нечётного получается окончательный ре-
зультат. Аналогичные результаты получены для класса самодвой-
ственных функций.

Ключевые слова: монотонная булевская функция, самодвой-
ственная булевская функция, разделяющий многочлен.

Пусть Bn - n-мерный единичный куб, R[x] - множество многочленов
от n переменных с действительными коэффициентами, x = (x1, . . . , xn),
P2 - множество булевых функций, Mn - множество монотонных булевых
функций от n переменных. Скажем, что многочлен f(x), f(x) ∈ R[x]
разделяет нули и единицы булевой функции F (x) если

F (α) = 1⇔ f(α) ≥ 0, F (α) = 0⇔ f(α) < 0, α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn.

Такой многочлен будем называть разделяющим многочленом функции
F (x).

1.В работе [2] доказано, что для любой монотонной булевской функ-
ции от n переменных существует разделяющий многочлен степени не
более [n+1

2 ] и существует булевская функция, для которой степень разде-
ляющего полинома не менее [n2 ]. При чётном n верхняя и нижняя оценки
совпадают, покажем, что будет такая же ситуация и при нечётном n.

Пусть n = 2k + 1, F (x) ∈ Mn, имеет место следующее представление
[1]

F (x) =
∨

(i1,...,im)∈U
xi1 . . . xim ,

где K = {σ = (0, . . . , σi1 , 0, . . . , σim , 0, . . . , 0)|σij = 1, (i1, . . . , im) ∈ U} -
множество нижних единиц функции F. Будем представление F (x) запи-
сывать в виде

1Носов Михаил Васильевич — с.н.с. каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: mvnosov@rambler.ru.

Nosov Michail Vasilevich-senior researcher, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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F (x) =
∨
σ∈K

xσ.

Определим множества K1 и K2:

K1 = K
⋂{σ| |σ| ≤ k}, K2 = K

⋂{σ| |σ| ≥ k + 1}

тогда

F (x) = F1(x)
∨
F2(x),

F1(x) =
∨

σ∈K1

xσ, F2(x) =
∨

σ∈K2

xσ.

Определим многочлен из R[x]:

f1(x) =
∑
σ∈K1

xσ, degf1 ≤ k.

Тогда

F1(α) = 1⇔ f1(α) ≥ 0, F1(α) = 0⇔ f1(α) = 0, α ∈ Bn.

Если K2 = ∅, то(f1(x) − 0.5) - разделяющий многочлен F и степень его
не более k.

Рассмотрим случай K2 6= ∅. Определим функцию G(x) =
F2(x), F2(x) = G(x). Очевидно, что G(x) монотонная булевская функ-
ция и {σ| σ ∈ K2} - верхние нули функции G. Для любого σ ∈ K2

имеем |σ| ≤ (2k + 1) − (k + 1) = k, значит, если Λ - нижние единицы
G(x) , то для любого λ ∈ Λ, |λ| ≤ k+ 1 и слой Enk+1 лежит во множестве
единиц G.

Определим множества K3 и K4:

K3 = Λ
⋂{λ| |λ| ≤ k}, K4 = K

⋂{λ| |λ| = k + 1}

и функции

F3(x) =
∨

λ∈K3

xλ, F4(x) =
∨

λ∈K4

xλ.

тогда

G(x) = F3(x)
∨
F4(x),

Определим многочлен

f2(x) =
∑
λ∈K3

xλ + δ(
n∑
i=1

xi − k − 1),
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где 0 < δ < 1
22k+3 . Тогда, если α ∈ Bn и G(α) = 0, то −(k + 1)δ ≤ f2(x) ≤

−δ; если G(α) = 1, то возможны три случая: 1)F3(α) = 1, F4(α) =
1; 2)F3(α) = 1, F4(α) = 0; 3)F3(α) = 0, F4(α) = 1. В первом слу-
чае 1 ≤ f2(x) ≤ 22k+2, во втором случае 0 < 1− δ(k+ 1) ≤ f2(α) ≤ 22k+1;
в третьем случае f2(α) = 0. Во всех трёх случаях f2(α) ≥ 0.

Возьмём многочлен

f(x) = f1(x)− δf2(1− x1, . . . , 1− xn).

Если α ∈ Bn и F (α) = 0, значит f1(α) = 0, F2(α) = 0, , G(α) = 1,
значит f2(α) ≥ 0 и f(α) ≤ 0. Пусть F (α) = 1, тогда могут быть три
случая: 1)F1(α) = 1, F2(α) = 1; 2)F1(α) = 1, F2(α) = 0; 3)F1(α) =
0, F2(α) = 1. В первом и втором случаях f(α) ≥ 1−δ22k+2 ≥ 1

2 . В третьем
случае f1(α) = 0, G(α) = 0, −(k + 1)δ ≤ f2(α) ≤ −δ, тогда f(α) ≥
δ2. Многочлен f(x) − 1

2δ
2 будет разделять нули и единицы монотонной

функции F (x) и degf(x) ≤ k.
2.Для класса самодвойственных функций рассмотрим отдельно

нечётный и чётный случаи. В первом случае линейная функция от всех
аргументов является самодвойственной, её нули и единицы разделяют-
ся только полиномом степени n [2]. Во втором случае обе линейные
функции от всех переменных не являются самодвойственными, следо-
вательно, степень разделяющего полинома не более n − 1, а для линей-
ной самодвойственной функции с одной несущественой переменной, т.е.
от нечётного числа существенных переменных n− 1, требуется полином
степени n− 1.
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In this paper, we obtain an upper bound on the degree of a
polynomial with real coefficients separating zeros and ones of a
monotone Boolean function in the odd case of the dimension of
space.Together with the previously known estimates for the even case
and the lower estimate for the odd one, the final result is obtained.
Similar results are obtained for the class of self-dual functions.

Keywords:monotone Boolean function, self-dual Boolean function,
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Часть 3.
Математические модели



О верхних оценках сложности синтеза
автономных автоматных плоских схем

А.С. Воротников1

В работе получена верхняя оценка переключательной мощно-
сти реализации периодической последовательности плоской авто-
матной схемой без входов. Приводится схема, реализующая произ-
вольную наперёд заданную последовательность длины 2n для на-
туральных n с переключательной мощностью не более 2n/2

n .
Ключевые слова: cхемы из функциональных элементов, ко-

нечные автоматы, модель СБИС, плоские схемы, мощность схем,
функция Шеннона, верхние оценки.

1. Введение

Впервые понятие схемы из клеточных элементов, далее так же называ-
емой плоскими схемами, было введено в работе Кравцова С.С. [1], по-
казавшего, что для реализации произвольной булевой функции такой
схемой требуется O(2n) элементов. В последствии был получен порядок
функции Шеннона площади для частичных булевых функций O(|D|),
где D — область определения (Д. А. Жуков [2]). Связь между площа-
дью плоских схем и объёмом трёхмерных, реализующих булевы операто-
ры анализировалась в работе (Н.А. Шкаликова [3]). В работах [4, 5, 6] Г.
В. Калачев изучал порядок потенциала и переключательной мощности
плоских схем, реализующих булевы функции и операторы. Было пока-
зано, что порядок потенциала и переключательной мощности плоской
схемы, реализующей булеву функцию от n переменных, составляет 2n/2;
показана связь этих мер мощности. Так же был получен порядок пе-
реключательной мощности реализацией плоскими схемами частичных
булевых операторов. О. М. Касим-Заде исследовал активность схем из
функциональных элементов. В качестве меры активности схемы в работе
[7] он ввёл понятие P -активности: на каждом входном наборе рассматри-
вается количество элементов, на вход которых подаётся единица или сам
элемент выдаёт единицу, после этого берётся максимум по всем наборам.
Касим-Заде показал, что в некотором базисе для любой булевой функции
от n переменных можно построить схему, P -активность которой имеет
порядок O(n2).

1Воротников Алексей Сергеевич — аспирант каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: vorotnikov.lexa@yandex.ru.

Vorotnikov Alexey Sergeevich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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В работе [8] Ю. С. Шуткин исследовал мощность контактных схем и
получил линейный порядок функции Шеннона.

Рассматриваются так же задачи сложности синтеза для некоторых
классов функций и операторов. В частности были найдены порядки ро-
ста функции Шеннона максимального и среднего потенциала для мо-
нотонных функций [9]. В работе [10] получены асимптотические оценки
высокой степени точности для сложности реализации контактными схе-
мами дешифратора.

В данной работе рассматривается расширенное понятие: плоские ав-
томатные схемы. Это схемы, чей базис клеточных элементов составляют,
помимо привычных булевых функций с не более чем четырьмя входами
и выходами, задержки - автоматы с одним состоянием, подающие на
выход в следующий такт то, что пришло на вход в предыдущий. Кор-
ректные схемы теперь в каждом ориентированном цикле должны содер-
жать не менее одной задержки. Функционирует данная конструкция как
структурный автомат. В дальнейшем рассматриваем только автоматные
плоские схемы без входов, будем их так же называть автоматными схе-
мами. В качестве меры сложности рассматривается переключательная
мощность: суммарное число изменений на выходах элементов, норми-
рованное на длину периода последовательности, поступающей на выход.
Показано, что произвольную последовательность из нулей и единиц с пе-
риодом 2n можно реализовать автоматной схемой, обладающей переклю-
чательной мощностью не более 2n/2

n . В работе приводится такая схема.
При построении схемы активно применялись идеи, возникавшие ранее в
работах Г. В. Калачёва [4, 5].

В дальнейшем планируется получить нижнюю оценку для переклю-
чательной мощности плоских автоматных схем, реализующих периоди-
ческие последовательности, так же порядок переключательной мощно-
сти для реализаций плоскими автоматными схемами произвольных ав-
томатов.

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. профессору Э. Э. Гасано-
ву за научное руководство и помощь в работе, а также к.ф.-м.н., м.н.с.
Г. B. Калачёву и А. А. Ефимову за ценные замечания и предложения
по тексту статьи.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

2.1. Определение плоской автоматной схемы

Вводимое определение несколько расширяет определение плоской схемы,
введённое в работе [4].

85



Клеточным элементом будем называть автомат с не более чем дву-
мя состоянием, у которого в сумме не более четырёх входов и выходов,
причём каждому его входу и каждому выходу сопоставлена некоторая
метка из множества {l, r, t, b}, причём метки не повторяются. Метки бу-
дем также называть сторонами элемента:

− l — левая сторона;

− r — правая сторона;

− t — верхняя сторона;

− b — нижняя сторона.

Клеточный элемент будем изображать в виде единичного квадрата на
плоскости. При этом входам и выходам элемента сопоставляются сторо-
ны квадрата в соответствии с присвоенными им метками. Метки, при-
своенные входам (выходам) автомата будем называть входами (выхо-
дами) элемента. Метки, не присвоенные ни входам, ни выходам, будем
называть изоляторами. Множество входов (выходов) элемента e будем
обозначать in(e) (out(e)). Входы и выходы элемента будем называть его
контактами.

Описывать элемент с одним состоянием будем уравнениями, которые
задают его оператор, заменяя все переменные в них на сопоставленные
им метки (l, r, t или b). Тогда в левой части каждого уравнения будет
стоять выходная метка, а в правую будут входить только входные метки.
На рисунке 1 приведены примеры клеточных элементов. Для удобства

Рис. 1. Примеры логических элементов.

введём пустой клеточный элемент — изолирующий (будем обозначать λ).
Всюду далее значок := будет обозначать «по определению равно». Через
E обозначим множество всех клеточных элементов, NE := |E|.
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Далее везде используется базис B, состоящий из всех элементов с
одним состоянием и множества элементов с с двумя состояниями состоя-
ниями {(E,E,E, φ, ψ1), (E,E,E

2, φ, ψ2), (E,E,E
3, φ, ψ3)}, где E = {0, 1},{

ϕ(1) = 0,

ϕ(t+ 1) = a(t).

ψ1(t) = q(t), ψ2(t) = (q(t), q(t)), ψ3(t) = (q(t), q(t), q(t)),

где a(t) — входной сигнал в момент времени t, q(t) — состояние автомата
в момент времени t. Будем называть такие элементы задержками. Ины-
ми словами, автомат просто играет роль задержки, «засасывая»сигнал
по одному проводу и «отдавая»не более чем по трём проводам на следу-
ющем такте, рисунке 2.

Если на всех выходах элемента с одним состоянием реализуются
тождественные функции, то будем называть элемент коммутацонным,
остальные элементы с одним состоянием будем называть логическими.
Сетью из клеточных элементов на множествеM ⊂ Z2 над множеством

Рис. 2. Задержка.

E ′ ⊆ E будем называть отображение K : M → E ′, при этом E ′ будем на-
зывать базисом сети. Элемент K(x, y) будем называть элементом схемы
K с координатами (x, y). Элемент с приписанными ему координатами
будем называть элементом схемы. Левой, правой, верхней и нижней
сторонами элемента e с координатами (x, y) будем называть точки с ко-
ординатами (x− 1

2 , y), (x+
1
2 , y), (x, y−

1
2) и (x, y+ 1

2) соответственно (ось
y направлена вниз). Будем говорить, что сеть K из клеточных элемен-
тов корректна, если для любых двух таких элементов x и y схемы K,
что сторона a элемента x совпадает со стороной b элемента y, выполнено
одно из условий:

− один из элементов x, y — изолирующий,

− стороны a и b являются изоляторами,

− либо одна из них является входом, другая — выходом, например, a
— выход, а b — вход; в таком случае будем говорить, что выход a
подключен к входу b.
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Множество M будем называть носителем сети K. Введём понятие
графа корректной сети из клеточных элементов K (будем обозначать
его GK): это ориентированный граф, вершинами которого являются вхо-
ды и выходы элементов схемы. Если выход одного элемента подключен
ко входу другого, то им будет соответствовать одна и та же вершина
графа (будем говорить, что эта вершина является выходом первого эле-
мента и входом второго). Из вершины a в вершину b ведёт ребро в том и
только том случае, когда существует такой элемент e, что a является его
входом, b — выходом, причём функция, реализуемая на выходе b, суще-
ственно зависит от входа a. Плоской автоматной схемой на множестве
M ⊂ Z2 над базисом E ′ ⊆ E будем называть корректную сеть из клеточ-
ных элементов, в графе которой все ориентированные циклы содержат
хотя бы одну задержку. МножествоM будем называть носителем схемы
K.

Если вход (выход) элемента не подключен к выходу (входу) друго-
го элемента, будем его называть входом (выходом) схемы. Контактами
схемы будем называть её входы и выходы. Множество входов (выходов)
схемы K будем обозначать In(K)(Out(K)). Узлами схемы K будем на-
зывать вершины графа GK . Если M — носитель схемы K, то величину
|M |, равную количеству элементов множества M , будем называть пло-
щадью схемы K и обозначать |K|.

Длиной схемы K будем называть длину наименьшего прямоуголь-
ника, содержащего все непустые элементы схемы K, обозначается l(K).
Шириной схемы K будем называть ширину наименьшего прямоугольни-
ка, содержащего все непустые элементы схемы K, обозначается w(K).

Расстоянием между узлами схемы будем называть расстояние меж-
ду соответствующими вершинами в GK . Расстояние от узла a до узла b
на схеме K будем обозначать ρK(a, b). Подсхемой схемы K с носителем
M0 ⊆ M будем называть схему K|M0 , получающуюся из K выбрасы-
ванием клеточных элементов, соответствующих множеству M\M0. Ес-
ли схема K фиксирована, то иногда будем говорить просто подсхема
M0. Каждой плоской схеме K можно сопоставить структурный автомат
Circ(K) следующим образом:

1) каждой функции fs,i, которую реализует i-й выход элемента s кле-
точной схемы, сопоставим функциональный элемент es,i, реализу-
ющий fs,i; если i-й и j-й выходы являются выходами одной и той
же функции, то им будет соответствовать один и тот же функцио-
нальный элемент;

2) если i-й выход s1 подключен к j-му входу s2, то соединим выход
элемента es1,i с j-ми входами элементов es2,k для всех k, для кото-
рых fs2,k зависит от j-го аргумента;
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3) удалим из схемы все тождественные функции, подсоединив их вход
ко всем их выходам;

4) аналогично поступаем с задержками.

Сопоставление корректно, так как правила сопоставления вкладываются
в правила индуктивного построения структурных автоматов [11]. Пра-
вило обратной связи, требующее зависимость со сдвигом от замыкаемой
переменной, так же выполнено в силу наличия задержки в каждом ори-
ентированном цикле. Поскольку только ориентированные циклы могут
порождать обратную связь, всё верно.

Будем говорить, что схема K реализует автомат AK , если схема из
автоматных элементов Circ(K) реализует AK .

Поскольку класс определённых здесь автоматных схем включает в
себя класс плоских схем, то для синтеза автоматных схем можно поль-
зоваться верхними оценками плоских схем. В частности, для блоков, не
содержащих задержек, мы будем применять утверждения, известные для
плоских схем. С другой стороны, каждую автоматную схему с n входа-
ми, m выходами и z задержками можно интерпретировать как плоскую
схему, реализующую булев оператор с n+ z входами и m+ z выходами,
где ровно z входов идут из пустых клеточных элементов, причём в эти
же клеточные элементы приходит один выход. Иными словами, ровно z
входов имеют пару в виде выхода, расположенного на той же клетке.

Значение всех выражений ниже, относящихся к параметрам блоков,
полагается равным их округлению до целого вверх. Если при таком
округлении возникают не используемые дальше провода полагается, что
на них подана константа 0.

Везде ниже слово асимптотически понимается в том смысле, что k �
n и n→∞.

Далее рассматриваем только плоские автоматные схемы без входов с
единственным выходом.

2.2. Меры мощности схем

Рассмотрим плоскую автоматную схему K без входов, реализующую пе-
риодическую последовательность длины l ∈ N. Последовательность, реа-
лизуемую схемой K обозначим αK . Для каждой такой схемы K зафикси-
руем некоторую нумерацию её узлов. На i-м узле реализуется некоторая
автоматная функция gi. Везде далее будем считать, что схема K имеет
h узлов и gi — автоматная функция, реализуемая в i-м узле схемы K.
Состоянием схемы K на такте t назовём вектор

sK(t) := (g1(t), ..., gh(t)).
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Величину cK(t) := |sK(t) ⊕ sK(t + 1)| назовём затратой энергии на
переключение схемы с такта t на t + 1. Длина вектора понимается как
сумма целых чисел его компонент:

a = (a1, · · · , an) ∈ {0, 1}n, |a| =
n∑
i=1

ai.

Схема K функционирует циклически с периодом l, если после после-
довательность на её выходе имеет период l.

Переключательной мощностью схемы K, функционирующей цикли-

чески с периодом l, назовём W (K) =
1

l

l∑
t=0

cK(t).

Для подсхемы K ′ схемы K определим переключательную мощность

как WK(K ′) =
1

l

l∑
t=0

c′K(t).

Переключательной мощностью последовательности α назовём вели-
чину W (α) = min

αK=α
W (K).

Введём функцию Шеннона для переключательной мощности после-
довательностей из класса F :

W (F , l) = max
α∈{0,1}l∩F

W (α),

Если F = {0, 1}l, то W (F , l) =W (l).

Теорема 1.

W (2n) � 12
2n/2

n
, приn→∞

Причём достигнуть такой переключательной мощности можно ис-
пользуя не более 3

2n задержек асимптотически.

2.3. Вспомогательные утверждения

Для доказательства теоремы 1 нам потребуется следующая лемма.

Лемма 1.

W (2n) .


502n/2

n , если k = n
4 + 1

2 log2 n,
122n/2

k , если k ∈ (n4 + 1
2 log2 n,

n
2 − log2 n),

362n/2

n , если k = n
2 − log2 n,

приn→∞

используя не более n + k + log2 k задержек, где параметр k ∈ [n4 +
1
2 log2 n,

n
2 − log2 n] ∩ N.

90



Докажем лемму следующим образом: сначала опишем блоки, исполь-
зуемые в дальнейшем для построения схемы H с требуемыми характери-
стиками, опишем устройство схемы H, затем оценим переключательную
мощность блоков, составляющих схему H и, наконец, оценим переклю-
чательную мощность всей схемы H.

Везде ниже полагается WH(S) :=W (S).
Фразу «за цикл (период) длины l »при рассмотрении некоторого бло-

ка надо воспринимать следующим образом. Или данный блок рассмат-
ривается как составной элемент некоторого другого блока, обладающего
периодом l или данный блок сам обладает периодом l.

Лемма 2. Если за цикл длины l вход схемы P меняется не чаще чем
m раз, то W (P ) 6 1

l ((2l(P )w(P ) + l(P ) + w(P ))m) . Вход понимается в
расширенном смысле, как объединение собственно входов схемы и выхо-
дов задержек, содержащихся в схеме.

Доказательство. Каждое изменение на входах схемы может привести
к изменению не более чем всех узлов схемы. Осталось посчитать узлы,
перемножить их с m и разделить на l. Пусть l(P ) = l, w(P ) = w. Рас-
смотрим прямоугольную схему S с такими размерами и всеми узлами.
Число узлов схемы S не меньше числа узлов схемы P .

Рассмотрим прямоугольную схему Sl, l(Sl) = l, w(Sl) = 1. За исклю-
чением узлов на границе, в ней l−1 узел. Таким образом в строке схемы
S l−1, а строк w. Если соединить две строки длины l, находящиеся друг
над другом, то появится ещё l узлов. Всего для схемы S надо провести
w − 1 соединение. По периметру стоит не более 2(l + w) узлов. Итого
число узлов в схеме S не больше

(l − 1)w + l(w − 1) + 2(l + w) 6 2lw + l + w,

что завершает доказательство.

Если схема P с периодом l состоит из схем P1, · · · , Pm, то

W (P ) =
m∑
i=1

W (Pi).

Иными словами переключательная мощность аддитивна.

2.4. Описание основных блоков

Для реализации периодической последовательности нам потребуется
несколько разных блоков. Опишем их характеристики.
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1) Декодеры D1, D2 иD3. В литературе эти блоки часто называются
дешифраторами.

l(D1) = 3(k − log2 k), w(D1) =
2k

k , W (D1) . 62k

k .
l(D2) = 3k, w(D2) = 2k, W (D2) . 6k.
l(D3) = k, w(D3) = 2 · 2k, W (D3) . 4 · 23k−n.

2) Генератор последовательностей длины k Kα.

l(Kα) = 2k(1 + 3/k), w(Kα) = 2k+1, W (Kα) . 4 · 23k−n.

3) Блок дизъюнкций U .

l(U) = 2k(1 + 3/k), w(U) = k, W (U) . 2 · 23k−n.

4) Блок B, отвечающий за генерацию подпоследовательности длины
22k.

l(B) . 2k(1 + 3/k), w(B) . 2k+1, W (B) . 10 · 23k−n.

5) Счётчики C1, C2, C3, C4.

l(C1) = 6, w(C1) = 3(log2 k + 2), W (C1) � log2 k.

l(C2) . 3(log2 k + 2), w(C2) = 6, W (C2) � k−log2 k
k .

l(C3) = 3(k + 2), w(C3) = 6, W (C3) � k
2k
.

l(C4) = 6, w(C4) = 3(n− 2k + 2), W (C3) � n−2k
22k

.

6) Блок проверки на равенство одному из записанных в его структуру
чисел Qα.

l(Qα) = 2n/2−k, w(Qα) = n− 2k + 1, W (Qα) . 2(n− 2k)2n/2−3k.

7) Энкодер E.

l(E) = k, w(E) = 2k, W (E) . 2 · 2k.

8) Очередь f , способная полностью перезаписываться по сигналу.

l(f) = 2k, w(f) = 2, W (f) . 8k.
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2.5. Реализация используемых блоков

Назовём прямоугольную схему повторяющей, если напротив каждого
её входа x на противоположной стороне симметрично (рассматривается
осевая симметрия) расположен выход y, на котором реализуется тожде-
ственная функция y(x) = x.

Будем описывать элементы схемы следующим образом: чтобы опи-
сать элемент e с координатами (x, y), будем писать

(x, y) : s1 = f1(sm+1, ..., sq), ..., sm = fm(sm+1, ..., sq),

где sj ∈ {l, t, r, b}, причем out(e) = {s1, ..., sm}, in(e) = {sm+1, ..., sq}.
Введём индуктивно множество проводов, выходящих из блока X

ω(X):

1) База индукции. Для каждого узла x из Out(X) рассмотрим все
узлы клеточного элемента, к которому он подключён вне X, и до-
бавим к множеству проводов те узлы, на которых реализуется тож-
дественная функция равная x.

2) Шаг индукции. Для каждого узла x′ из множества, построенного на
предыдущем шаге, рассмотрим клеточный элемент, к которому он
подключён. Если клеточный элемент принадлежит X, то перейдём
к рассмотрению следующего узла. Добавим к множеству те узлы
этого клеточного элемента на которых реализуется тождественная
функция равная x′ и которых ещё нет в множестве.

Если в базе рассмотреть один единственный узел j, лежащий в схеме Y ,
и рассматривать только клеточные элементы из Y , то получится опре-
деление множества проводов, соединённых с входом j некоторого блока;
так же будем обозначать его ω(j). Будем считать, что параллельно с по-
строением множества ω(X) строится ориентированный граф G. На пер-
вом шаге граф состоит из вершин Out(X). На каждом следующем шаге,
если для узла u, находящегося среди вершин графа G, нашёлся клеточ-
ный элемент, удовлетворяющий всем требованиям определения (т.е. к
нему подключён узел u, он лежит вне X), и на его узле v реализуется
тождественная функция u, то добавим к G вершину v ребро (u, v). Ес-
ли рассмотреть некоторый блок Y и в множестве ω(X) оставить только
элементы, лежащие на ориентированных путях графа G с началами в
Out(X) и концами в In(Y ), то получится множество ω(X,Y ) — множе-
ство проводов, соединяющих блок X с блоком Y .

Введём операцию транспонирования схемы из [4]. Транспонирован-
ный клеточный элемент e — элемент Transp(e), получающийся из e, если
поменять местами метки l ↔ t и r ↔ b. Транспонированная схема K —
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схема KT = Transp◦K ◦T , где T : Z2 → Z2, T (x, y) = (y, x). По сути, это
схема, получающаяся отражением схемы K относительно прямой y = x.

Введём операцию отражения схемы по горизонтали. В дальнейшем
для краткости операция будет называться просто отражением, так как
отражение по вертикали не используется. Отражённый клеточный эле-
мент e — элемент Refl(e), получающийся из e, если поменять местами
метки l ↔ t. Отражённая схема K — схема KT = Refl ◦ K ◦ T , где
T : Z2 → Z2, T (x, y) = (L+ 1− x, y), где L — ширина схемы K. По сути,
это схема, получающаяся отражением схемы K относительно вертикаль-
ной прямой, проведённой через середину схемы.

Введём целый параметр k ∈ [n4 + 1
2 log2 n,

n
2 − log2 n]. Часть блоков

будем строить сразу в зависимости от параметра k.

1) KI(a1, · · · , as) из [4] и KI ′(a1, · · · , as) — повторяющие схемы разме-
ром s× 1 и 3s× 1 соответственно, принимающие снизу переменные
x1, ..., xs и выдающие справа и слева соответственно элементарную
конъюнкцию xa11 , x

a2
2 , · · · , xass(

здесьxa := x⊕ a =

{
x, a = 0;

x, a = 1.

)
.

KI(a1, · · · , as) состоит из следующих элементов:

(1, 1) : t = b, r = (b⊕ a1);
(j, 1) : t = b, r = l(b⊕ aj)дляj = 2, ..., s.

Его площадь равна s.

KI ′(a1, · · · , as) — из следующих:

(1, 1) : t = b, l = (b⊕ a1);
(2, 1) : l = r;
(3, 1) : l = r;

(j, 1) :

{
t = b, l = r(b⊕ al) для j = 3l − 2, l = 2, · · · , s.
l = r для j 6= 3l − 2, l = 2, · · · , s.

Площадь этого блока равна 3s.

2) D(x1, · · · , xs) иD′(x1, · · · , xs) — декодеры от s переменных.
D(x1, · · · , xs) состоит из блоков KI(a1, · · · , as), стоящих на чётных
позициях для всех {a1, · · · , as} ∈ {0, 1}s. На нечётных позициях
стоят коммутационные элементы ( l = r, t = b), которые соеди-
няют i-й выход предыдущего блока KI с i-м входом следующего
блока, а так же передают входы блока D справа налево через весь
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Рис. 3. Структура блоков KIa и KI ′a, где a = (a1, a2, · · · , ab), для всех
i ai ∈ {0, 1}

блок. Его площадь равна 2s2s. Этот блок совпадает с транспони-
рованным и зеркально отражённым блоком Q2, построенным в ра-
боте [4]. В русскоязычной литературе этот блок часто называется
дешифратором.

D′(x1, · · · , xs) состоит из блоков KI ′(a1, · · · , as) для всех
{a1, · · · , as} ∈ {0, 1}s. Его площадь равна 3s2s. При построении

Рис. 4. Структура блока D.

схемы H использованы блоки D1 = D′(x1, · · · , xk−log2 k), D2 =
D′(x1, · · · , xk) и D3 = D(x1, · · · , xk).
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Лемма 3. Пусть вход блока D1 меняется раз в k тактов, вход
блока D2 — раз в 2k тактов, а входы блока D3 меняются не более
чем 22k

k раз за период. Тогда

l(D1) = 3(k − log2 k), w(D1) =
2k

k , W (D1) . 62k

k .
l(D2) = 3k, w(D2) = 2k, W (D2) . 6k.
l(D3) = k, w(D3) = 2 · 2k, W (D3) . 4 · 23k−n.

Доказательство, так же как и доказательства всех подобных лемм
ниже, основано на применении леммы 2.

3) e′a(x1, · · · , xn−2k) и ea(x1, · · · , xn−2k) — повторяющие схемы раз-
мером n − 2k × 1 и 3(n − 2k) × 1, принимающие снизу пере-

менные x1, ..., xn−2k и выдающие слева
n−2k∧
i=1

xi ≡ ai, где a =

(a1, · · · , an−2k) ∈ {0, 1}n−2k. Иными словами, блоки посылают на-
лево единицу тогда и только тогда, когда вектор значений перемен-
ных на входе равен a. Устройство блоков представлено на рисунках
5 и 6.

Рис. 5. Структура блока e′a, где a = (a1, a2, · · · , ab), для всех i ai ∈ {0, 1}

Рис. 6. Структура блока ea

Лемма 4. Пусть вход блока меняется не более чем 2n−2k раз за
период. Тогда

l(ea) = n− 2k, w(ea) = 1, W (ea) �
n− 2k

22k
.

4) κa(x1, · · · , xk, e, r, b), где a = (a1, · · · , ak) ∈ {0, 1}s — посылает на
выходы вниз последовательность a длины s если на входы e, r, b
подана 1, иначе все выходы тождественно равны входам напротив
них. z = e, l = r, t = b, yi = ai(ebr)|xi(ebr) для i = 1, · · · , s. Схе-
ма имеет вид, изображённый на рисунке 7. Клеточные элементы,
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использованные при построении схемы, приведены на рисунке 1.

l(κa) = k + 3, w(κa) = 2.

Рис. 7. Структура подблока κa, a = (ak, ak−1, . . . , a2, a1).

5) Kα(e1, · · · , e2k/k, b1, · · · , b2k/k, r1, · · · , r2k) где α = (a1, · · · , a22k/k),
aj ∈ {0, 1}k— генератор 22k/k последовательностей длины k из
списка α. Если все входы es равны 1, среди входов bs только вход
с номером j равен 1, а остальные 0, и среди входов rs только вход
с номером i равен 1, а остальные 0, то на выходе схемы снизу i-ая
группа проводов будет содержать последовательность a(i−1)·2k/k+j ,
а остальные нули. Схема состоит из схем κa, на входы xi схем κaj
подана константа 0 для j = 1, 2, · · · , 2k/k, то есть на верхние схемы
в блоке. Схема имеет вид, изображённый на рисунке 8.

l(Kα) = 2k(1 + 3/k), h(Kα) = 2k+1.

Лемма 5. Рассмотрим блок
Kα(e1, · · · , e2k/k, b1, · · · , b2k/k, r1, · · · , r2k). Пусть входы es равны
единице с некоторого момента t0 < 2n − 22k и не более чем 22k

тактов подряд за период 2n, причём за это время входы bs и rs
изменяются следующим образом.

bi =

{
1, если t ∈ ∪2k−1s=1 [t0 + (i− 1)k + s2k, t0 + ik + s2k];

0,иначе.

ri =

{
1, если t ∈ [t0 + (i− 1)2k, t0 + i2k];

0,иначе.
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Рис. 8. Структура блока K.

Сначала на b1 мы k тактов удерживаем 1, а на остальных 0, за-
тем на b2 мы k тактов удерживаем 1 и так далее. Как только на
последнем b2k/k происходит смена единицы на 0, единица подаётся
на b1 и всё повторяется снова, пока не пройдёт 22k с момента t0.
Начиная с такта t0 + 22k и до такта 2n на bi удерживается 0.
На ri всё происходит точно так же, только переключаются они
через 2k тактов и после выключения r2k на них 0.

Тогда

W (Kα(e1, · · · , e2k/k, b1, · · · , b2k/k, r1, · · · , r2k)) . 4 · 23k−n.

Доказательство. При указанном изменении входов блок K раз в
k тактов проводит не более чем на всю свою ширину полоску ши-
рины k. Изменение на проводах es происходит дважды за период.
2k/k∑
s=1

ω(es) = 2 · 2k+1 2k

k . Изменение на проводах rs происходит 2k раз

за период. Каждое изменение затрагивает только два провода дли-
ны 2k асимптотически. Изменение на проводах bs происходит 22k

k
раз за период. Каждое изменение затрагивает только два провода
длины 2k+1 асимптотически. Тогда

W (Kα) .
1

2n

(
2k · 2k+1 2

2k

k
+ 2k+12

2k

k
+ 2 · 22k + 2

22k

k
2k+1

)
.

4 · 23k−n.
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6) U(x1,1, · · · , xk,1, x1,2, · · · , xk,2, · · · , xk,2k/k) — блок дизъюнкций. Схе-
ма дизъюнктирует 2k

k групп по k проводов в одну группу из k про-

водов. Имеет выходы yi =
2k/k∨
j=1

xi,j , i = 1, · · · , k. Схема изображена

на рисунке 9.

Рис. 9. Структура блока U.

Лемма 6. Пусть вход блока меняется за период не более чем 22k

k
раз. Тогда

l(U) = 2k(1 + 3/k), w(U) = k, W (U) . 2 · 23k−n.

7) Ba,δ(r1, · · · , r2k , b1, · · · , b2k/k, η1, · · · , ηn−2k), где a ∈ {0, 1}n−2k, δ =
(δ1, · · · , δ22s/s), δj ∈ {0, 1}s — повторяющая схема, подающая на
не тождественно равные входам выходы не ноль если a = η =
(η1, · · · , ηn−2k). В этом случае если на входах справа r1, · · · , r2k есть
единственная единица на позиции i ∈ [1, 2k], а на входа b1, · · · , b2k/k
есть единственная единица на позиции j ∈ [1, 2k/k], то на выходы
направо подаётся декодированная последовательность δ(i−1)2k+j .
Площадь блока асимптотически равна 2 · 22k при условии n . 2k.
Схема изображена на рисунке 10. При построении схемы H, ре-
ализующей последовательность α = α1, · · · , α2n−2k , используются
блоки Bi := Bi,αi , i = 1, · · · , 2n−2k.

l(B) . 2k(1 + 3/k), w(B) . 2k+1.

Лемма 7. Рассмотрим переключательную мощность блока
Ba,δ(r1, · · · , r2k , b1, · · · , b2k/k, η1, · · · , ηn−2k) за исключением множе-
ства проводов, проводящих ηj: ∪n−2kj=1 ω(ηj). Пусть входы ηs равны
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Рис. 10. Структура блока B.

a начиная с некоторого такта t0 не более чем 22k тактов под-
ряд за период 2n, причём за это время входы bs и rs изменяются
следующим образом.

bi =

{
1, если t ∈ ∪2k−1s=1 [t0 + (i− 1)k + s2k, t0 + ik + s2k];

0,иначе.

ri =

{
1, если t ∈ [t0 + (i− 1)2k, t0 + i2k];

0,иначе.

Сначала на b1 мы k тактов удерживаем 1, а на остальных 0, за-
тем на b2 мы k тактов удерживаем 1 и так далее. Как только на
последнем b2k/k происходит смена единицы на 0, единица подаёт-
ся на b1 и всё повторяется снова, пока не пройдёт 22k с момента
t0. Начиная с такта t0 + 22k и до такта 2n на bi удерживается
0. На ri всё происходит точно так же, только переключаются
они через 2k тактов и после выключения r2k на них 0. Определим
ω′(η) := ∪n−2kj=1 ω(ηj). Тогда

W (Ba,δ \ ω′(η)) . 10 · 23k−n.
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Доказательство. Доказательство не зависит от a, δ и прочих ин-
дексов блоков, поэтому опустим их при упоминании блоков.

Заметим, что для всех блоков в составе блока B переключательные
мощности считались именно при тех входных последовательностях,
которые получатся на входах блоков при выполнение условий лем-
мы. Сигнал от блока ea по пути до блокаK затрагивает площадь не
более 2 ·2k(1+3/k), обозначим элементы в этой площади ω′(ea,K);
эта же часть схемы проводит изменение по вертикальным прово-
дам, а значит изменение на ней происходит не чаще чем 22k

k раз
за цикл. Так же надо учесть провода, проходящие сквозь D3 и U .
В первом случае изменение происходит не чаще чем 2k/k раз за
период на двух проводах и расстоянии n− k. Во втором — не чаще
22k/k раз на двух проводах и расстоянии k. Обозначим эти провода
ω′(r) = ∪2kj=1ω(rj) и ω

′(b) = ∪2
k/k
j=1 ω(bj) соответственно. Итого

W (B \ ω′(η)) .
W (K) +W (U) +W (D3) +W (e) +W (ω′(e,K)) +W (ω(U,D3)+

W (ω′(r)) +W (ω′(b)) . 4 · 23k−n + 2 · 23k−n + 4 · 23k−n + C
n− 2k

22k
+

1

2n

(
2k(1 + 3/k) · 22

2k

k
+ 2k22k

)
. 10 · 23k−n

при n . 2k, k < n
2 .

8) Ca(T ) — счётчик от 0 до a. a ∈ {0, 1}s является натуральным чис-
лом в двоичном представлении. Пока на входе T удерживается еди-
ница, счётчик каждый такт увеличивает своё значение до тех пор,
пока не достигнет значения a. В тот такт, на котором счётчик до-
стиг значения a, на выход O подаётся единица. В следующий такт
счётчик имеет значение 0. Блок имеет площадь 6 · 3(dlog2 ae + 2).
При построении схемы H используются как обычные, так и транс-
понированные или зеркально отражённые блоки Ca(T ). Устрой-
ство схемы изображено на рисунке 11. Выход O счётчика Cj бу-
дем обозначать OCj . C1 := Ck(1), C2 — транспонированная схема
Ck−log2 k(OC1), C3 — транспонированная схема Ck(OC2), C4 — зер-
кально отражённая схема Cn−2k(OC3).

Лемма 8.

l(C1) = 6, w(C1) = 3(log2 k + 2), W (C1) � log2 k.

l(C2) . 3(log2 k + 2), w(C2) = 6, W (C2) � k−log2 k
k .

l(C3) = 3(k + 2), w(C3) = 6, W (C3) � k
2k
.

l(C4) = 6, w(C4) = 3(n− 2k + 2), W (C3) � n−2k
22k

.
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Рис. 11. Структура блока C.

Доказательство. Для оценки переключательной мощности вос-
пользуемся леммой 2. Для корректного применения леммы будем
рассматривать каждую задержку как один выход и несколько вхо-
дов схемы. В такой интерпретации входы блока C1 меняются каж-
дый такт, блока C2 — раз в k тактов, блока C3 — раз в 2k тактов,
а входы блока C4 меняются 2n−2k раз за период.

9) Qα(x1, · · ·xn−2k), где α = (a1, · · · , a2n/2−k), ai ∈ {0, 1}n−2k — повто-
ряющая схема. На единственный не тождественно равный входам
выход подаётся единица тогда и только тогда, когда на вход пода-
но одно из чисел aj . Блок состоит из транспонированных блоков
ea(x1, · · · , xn−2k) и дизъюнкций. Структура блока представлена на
рисунке 12.

Рис. 12. Структура блока Qα, где α = (a1, a2, · · · , a2n/2−k), для всех i ai ∈
{0, 1}n−2k

Лемма 9. Пусть вход схемы меняется не чаще, чем 2n−2k раз за
цикл. Тогда

l(Qα) = 2n/2−k, w(Qα) = n− 2k + 1, W (Qα) . 2(n− 2k)2n/2−3k.
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10) E(x1, · · · , x2k) — энкодер. Номера входов возрастают сверху вниз.
Схема реализует на выходе номер в двоичном представлении са-
мого нижнего входного провода, по которому поступила единица.
Структура представлена на рисунке 13.

Рис. 13. Структура блока E.

Лемма 10. Пусть вход блока меняется не чаще, чем раз в k так-
тов. Тогда

l(E) = k, w(E) = 2k, W (E) . 2 · 2k.

11) f(x1, · · · , xk, T ) — очередь длины k, запоминающая по сигналу T
значения входов x1, · · · , xk. Каждый такт блок подаёт на выход
следующее значение в очереди. Структура блока представлена на
рисунке 14. С учётом замечания относительно задержек, сделанно-
го при рассмотрении блоков C, можно считать, что блок работает
каждый такт.

Рис. 14. Структура блока f.

Лемма 11.

l(f) = 2k, w(f) = 2, W (f) . 8k.
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Рис. 15. Структура схемы H, реализующей последовательность α. Вол-
нистой линией подчёркнуты асимптотические значения.

2.6. Описание схемы

Схема H представлена на рисунке 15. На рисунке так же обозначены
размеры некоторых блоков и размеры всей схемы. Числа, подчёркнутые
волнистой линией - асимптотические значения размеров.

Опишем схему H. Она состоит из 2n−2k блоков B, расположенных
в 2n/2−k столбцах по 2n/2−k блоков, пяти счётчиков C1, C1, C2, C3, C4,
декодеров D1, D2, энкодера E, очереди f и блоков Qα1 , · · · , Qα2n/2−k

.
Счётчик C1 работает всё время, каждые k тактов он посылает сигнал

счётчику C2. Счётчик C2 определяет номер в строке подблока K актив-
ного блока B. Этот номер декодируется и доводится до каждого блока
B. Как только C2 переполнился,то есть достиг последнего номера, он
обнуляется и отправляет сигнал в счётчик C3. Счётчик C3 определяет
номер строки подблока K активного блока B. Этот номер так же деко-
дируется и доводится до всех блоков B. Как только C3 переполнился, он
обнуляется и отправляет сигнал в счётчик C4. Последний счётчик опре-
деляет номер активного блока B. Как только он переполняется, схема
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начинает заново генерировать последовательность, так как в это момент
все счётчики так же сброшены. Провода, по которым идёт номер после-
довательности в строке изображены на рисунке 15 пунктирной линией,
провода, по которым идёт номер строки — прерывистыми.

Сигналы от счётчиков C2 и C3 декодируются и доводятся до блоков
B. Блоки B устроены так, что они активны, то есть изменяются вне ком-
мутационных элементов, только если число на выходах C4 равно номеру
блока. В любом состоянии блок проводит насквозь без изменений сигнал
от C4 и декодированные сигналы от C2 и C3. Рассмотрим работу актив-
ного блока. В K приходят две единицы: одна по какому-то проводу ri
вторая по какому-то проводу bj . На «пересечении»этих проводов в бло-
ке κ содержится некоторая полоска длины k. Она отправляется вниз, с
помощью U приходит в D3, где декодируется. В итоге циклическое пе-
рещёлкивание входов некоторого блока B последовательно заставляет
его посылать на выход декодированные полоски длины k. В одном бло-
ке B суммарная длина полосок составляет 22k, тогда всего блоков будет
2n−2k. Как только очередной блок отдал все свои полоски, увеличивается
значение на счётчике C4, и активным становится следующий в столбце
снизу блок. Когда в столбце заканчиваются блоки, активным становится
верхний блок следующего столбца и так далее. Декодированная полоска
передаётся к блоку E и превращается в ту самую полоску длины k, кото-
рая лежала в блоке B. По сигналу от счётчика C1 очередь f запоминает
во все свои задержки биты этой полоски, после чего на протяжении k
тактов посылает их последовательно на выход всей схемы.

Блоки Q обеспечивают прохождение сигнала от C2 (это наиболее ча-
сто меняющийся сигнал от счётчиков, проходящий достаточно большое
расстояние) только в столбец с активным блоком B. Таким образом из-
менение сигнала затрагивает число элементов, равное по порядку пери-
метру схемы, а не её площади.

Возможен случай, когда в последнем столбце блоков B есть пустые
блоки, то есть блоки, не содержащие ни одного кусочка генерируемой
последовательности. Так же возможен случай, когда есть блок B, в ко-
тором заполнены не все строки и/или не все полоски в строке. Для этого
предусмотрен механизм прерывания. По заданным 2n и k легко вычис-
лить номер последнего блока B, в котором есть значащие полоски, так
же легко вычислить номер последней горизонтальной полосы и полос-
ки длины k, содержащих часть генерируемой последовательности. Перед
каждым управляющим счётчиком ставится блок ej , проверяющий на ра-
венство номеру последнего блока для счётчика C4, номеру полосы для
счётчика C3, номеру полоски длины k и номеру от начала полосы. Когда
все эти равенства выполнены, то схема H выдала последний бит после-
довательности. В этот же такт по проводам, отмеченным на рисунке 15
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жирной линией, проходит сигнал на сброс счётчиков в начальное состо-
яние.

2.7. Оценка переключательной мощности

Оценим переключательную мощность всех блоков B. Легко заметить что
входы блоков B в схеме H ведут себя в точности так, как описано в
лемме 7. Как следует из устройства схемы, на каждый блок последова-
тельно подаются снизу декодированные числа от 0 до 2k

k , потом справа
декодированное число увеличивается на 1 и всё повторяется снова до
достижения декодированного числа 2k на проводах справа.

Провода из D1 проходят

(2n/2 +max(2n/2, 2n − 2k) +
2n/2

k
+ 2n/2+1.

Первые два слагаемых отвечают за длину горизонтальной шины, —
за шины, идущие от горизонтальной шины к конъюнкциям, а послед-
ние два — за длину одной вертикальной шины. Такой результат до-
стигается за счёт блокировки сигнала на входе во все столбцы, кроме
столбца с "активным" блоком B. Аналогично провода из D2 проходят
2n/2+1+(2k+max(2n/2−k, 2k))2n−2k ≈ 2n/2+1+2n−k+max(23n/2−3k, 2n−k)
асимптотически.

Провода, соединяющие E и f , имеют длину не более 2k, их ровно k
штук, значение на них меняется не более чем 2n

k раз.
Провод, ведущий от Qαj к конъюнкциям под столбцом блоков B,

имеет дину n − 2k, значение на нём меняется дважды за цикл, так как
номера блоков B перебираются последовательно.

Наконец, сама декодированная подпоследовательность, генерируемая
блоком B, проходит длину не более 3 · 2n/2 +max(2n/2, 2n− 2k) асимпто-
тически раз в k тактов, то есть 2n

k раз.
Назовём ω′(D1) — провода, ведущие от блока D1 к конъюнкциям под

столбцами блоков B и провода, выходящие из этих конъюнкций. ω′(B) —
все коммутационные элементы и дизъюнкции, выходящие из блоков Bj
направо. Проще говоря, это те элементы схемы, через которые из блоков
Bj в блок E1 проходят декодированные подпоследовательности. В итоге
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переключательная мощность схемы H оценивается как

W (H) . 2n−2kW (B) + 2W (C1) +W (C2) +W (C3) +W (C4) +W (D1)+

W (D2) +W (E) +W (f) +W (ω(C2, C3)) +W (ω(C3, C4)) +W (ω′(D1))+

W (ω(D2)) +W (ω(E, f)) +W (ω(C4)) +W (ω′(B)) .

10 · 2k + 1

2n

(
36 · 2n log2 k+36(k− log2 k)

2n

k
+36k2n−k +36(n− 2k)2n−2k+

6 · 2k 2
n

k
+ 6 · 2kk2n−k + 2 · 2kk2

n

k
+ 8k2n +

2k

k
2n−k + 2 · 2k2n−2k+

2
(
3 · 2n/2 +max

(
2n/2, 2n−2k

)) 2n

k
+

2
(
2 · 2n/2 + 2n−k +max

(
2n−k, 23n/2−3k

))
2n−k + k · 2k2

n

k
+

k
(
2n/2 +max

(
2n/2, 2n−2k

)
+ 2 · 2n−k

)
2n−2k+

2
(
3 · 2n/2 +max

(
2n/2, 2n−2k

)) 2n

k

)
.

10 · 2k + 6
2k

k
+ 2 · 2k + 3

2n/2

k
+max

(
2n/2

k
,
2n−2k

k

)
2 · 2n/2−k + 2n−2k+

max
(
2n−2k, 23n/2−4k

)
+ 6

2n/2

k
+max

(
2
2n/2

k
, 2

2n−2k

k

)
.

12 · 2k + 9
2n/2

k
+ 3max

(
2n/2

k
,
2n−2k

k

)
+ 2n−2k +max

(
2n−2k, 23n/2−4k

)
(1)

Вспомним, что k ∈ [n4 + 1
2 log2 n,

n
2 − log2 n]. Легко заметить, что при

других значениях k порядокW (H) увеличится: при уменьшении k увели-
чится порядок пятого слагаемого в 1, а при увеличении вырастет порядок
первого слагаемого в 1. Тогда

W (H) . 12 · 2k + 12 · 2
n/2

k
+ 2 · 2n−2k.

W (H) .


502n/2

n , если k = n
4 + 1

2 log2 n,
122n/2

k , если k ∈ (n4 + 1
2 log2 n,

n
2 − log2 n),

362n/2

n , если k = n
2 − log2 n.

В схеме использовано n+ k + log2 k задержек. Лемма 1 доказана.
Таким образом при выборе k = n

2 − 2 log2 n достигается минимум
по асимптотике 122n/2

n при использовании 3
2n задержек асимптотически.
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Однако, если взять k = n
4 +log2 n, то достаточно использовать 5

4n задер-
жек асимптотически. Платой будет ухудшение асимптотики до 482n/2

n .

3. Заключение

В работе показано, что применение задержек в плоских схемах позволяет
улучшить оценку переключательной мощности относительно тривиаль-
ного использования результата, известного для плоских схем, реализую-
щих булевы функции. В дальнейшем планируется с одной стороны дви-
гаться в сторону получения нижней оценки переключательной мощности
реализации автоматными схемами периодических последовательностей,
а с другой в сторону получения оценок переключательной мощности ре-
ализации автоматными схемами произвольных автоматов.
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Анализ графов-кактусов с
использованием автоматов: свойства и

время распознавания

А. А. Демидова1

Данная работа посвящена исследованию применения автоматов
со стираемыми красками для определения того, является ли произ-
вольный связный плоский простой неориентированный граф как-
тусом. Приводится алгоритм для определения данного свойства,
а также нижняя и верхняя оценки числа шагов, которое должен
совершить автомат для завершения обхода.

Ключевые слова: Автоматы, графы, графы-кактусы.

1. Введение

Подробный обзор области теории автоматов, связанной с обходами ла-
биринтов, был представлен в работе [1]. Функционирование автомата в
лабиринтах и на графах отличается, поскольку в последнем случае от-
сутствует компас, который позволил бы получать дополнительную ин-
формацию об окружающей среде [2]. Работа [3] посвящена известным
результатам в области автоматов, осуществляющих обход графов.

Обходы прямоугольных лабиринтов и графов автоматами с красками
рассматривались, в частности, в работах [4] – [6].

В работе [7] исследовалось применение автоматов с красками для
определения того, является ли произвольный связный плоский простой
неориентированный граф деревом и псевдодеревом, и было доказано,
что для определения этих свойств автомату достаточно двух стираемых
красок.

В данной работе рассматривается исследование автоматом того, яв-
ляется ли граф, обход которого он осуществляет, графом-кактусом. Гра-
фом-кактусом является такой связный граф, в котором любое ребро при-
надлежит не более чем одному циклу, а любые два цикла могут иметь
не более одной общей вершины.

Графы-кактусы могут применяться при моделировании сетевых
структур, которые не получится отразить с помощью деревьев. При этом
дерево, как и псевдодерево, является частным случаем графа-кактуса, и

1Демидова Анна Андреевна — аспирант каф. математической теории интеллекту-
альных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: anna.dem98@mail.ru.

Demidova Anna Andreevna — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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изначально рассматриваемый тип графов назывался деревьями Хусими
в честь работавшего над ними Коди Хусими (название было дано Ф.
Харари и Дж. Ю. Уленбеком в [8]).

Графы-кактусы могут использоваться для декомпозиции набора ге-
номов на ряд цепочек и подсетей для дальнейшего индексирования и
сравнения [9]. Графы этого класса также могут применяться в теории
коммуникационных сетей [10] и других областях.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Обозначим через G класс всех связных плоских простых неориентиро-
ванных графов. Будем считать, что до начала обхода графа все его рёбра
имеют серый цвет.

В данной работе рассматривается автомат Ac, осуществляющий об-
ход графа из класса G с целью определения того, является ли этот граф
кактусом. Во время исследования графа автомат обладает частичной
информацией о посещаемых вершинах и инцидентных им рёбрах. По
умолчанию обход осуществляется по правилу левой руки.

В распоряжении автомата есть 5 стираемых красок, а также серая
краска, которой изначально были окрашены все рёбра графа.

Основным результатом является Теорема 1.

Теорема 1. Существует автомат Ac с 6 красками, который сможет
установить, является ли произвольный граф g ∈ G кактусом.

Одним из частных случаев графа-кактуса является дерево. Далее
будем предполагать, что в рассматриваемом графе есть циклы.

Произвольный цикл делит плоскость на две грани, и до установления
его наличия автомат обходит подграфы, имеющие общие вершины с этим
циклом и лежащие только в одной их них.

Максимальные подграфы, имеющие общие вершины с рассматривае-
мым циклом и лежащие в той грани, которую автомат обходил до уста-
новления его наличия, будем называть левыми ветвлениями.

Единственное левое ветвление, обход которого мог быть не закончен
к моменту обнаружения цикла, является первым – тем, из которого ав-
томат попал на цикл.

Максимальные подграфы, имеющие общие вершины с рассматривае-
мым циклом и лежащие в той грани, которая до обнаружения цикла не
была посещена автоматом, будем называть правыми ветвлениями.

Перед обходом правых ветвлений очередного цикла автомат меняет
направление движения по правилу левой руки на противоположное тому,
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в котором изначально обходил этот цикл. После того, как исследование
правых ветвлений цикла завершено, автомат снова меняет направление
обхода.

«Галочка» – пара соседних рёбер, лежащих на цикле и перекра-
шиваемых автоматом в фиолетовый или красный цвет перед началом
обхода правого ветвления, исходящего из вершины, являющейся общей
для этих рёбер.

Число «галочек» на цикле совпадает с количеством принадлежащих
ему вершин. Соседние «галочки» на одном и том же цикле имеют общее
ребро, поэтому при постановке очередной «галочки» автомату нужно
будет перекрашивать только одно ребро.

Алгоритм, которому следует автомат Ac, можно описать следующим
образом:

1) Автомат осуществляет обход графа по правилу левой руки и на-
носит чёрную краску на все рёбра, по которым проходит, пока не
обнаружит цикл. Наличие цикла устанавливается в ситуации, ко-
гда автомат только что покрасил некоторое ребро в чёрный цвет и
оказался в вершине, которой инцидентны другие не серые рёбра.

2) Автомат ставит «галочку» в вершине, в которой было установлено
наличие цикла. При постановке первой «галочки» на цикле автомат
должен перекрасить последнее ребро, по которому он проходил до
момента обнаружения цикла, а также первое не серое ребро спра-
ва. Оба эти ребра до перекрашивания являются чёрными, а выбор
первого не серого ребра справа обусловлен тем, что правее него
ещё может быть не обойдённое правое ветвление. Если рассматри-
ваемый цикл – самый первый из обнаруженных автоматом, то для
размещения «галочки» используется красный цвет, а в противном
случае – фиолетовый.

3) При постановке первой «галочки» очередного цикла автомат также
перекрашивает в синий или голубой цвет первое левое ребро в пер-
вом левом ветвлении этого цикла. Данное ребро будет указывать
направление движения после завершения обхода правых ветвле-
ний цикла. Автомат использует синюю краску для перекрашивания
чёрных рёбер и голубую – для фиолетовых. Если соответствующее
ребро является серым или красным, то перекрашивание не проис-
ходит.

4) Автомат приступает к обходу правых ветвлений рассматриваемого
цикла, поменяв при этом направление движения по правилу ле-
вой руки на противоположное. Перед обходом очередного правого
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ветвления автомат ставит «галочку» в вершине цикла, из которой
это ветвление исходит, причём выбирать нужно будет первое не
серое слева, поскольку направление движения после начала обхо-
да правых ветвлений цикла сменилось на противоположное. Все
«галочки» на графе, кроме самой первой, поставленной на первом
обнаруженном цикле, имеют фиолетовый цвет.

5) После завершения обхода правых ветвлений цикла автомат перехо-
дит в его первое левое ветвление по отмеченному ранее синему, го-
лубому или серому ребру. В случае, если возможных рёбер несколь-
ко, выбирается самое левое из них. Если ребро было голубым, то
автомат перекрашивает его в фиолетовый цвет. В противном слу-
чае автомат использует чёрную краску.

6) Автомат устанавливает, что граф не является кактусом, и завер-
шает обход в 4 ситуациях, которые будут описаны в разделе 5.

7) Если автомат не обнаружил признаков того, что граф не является
кактусом, то обход завершается при возвращении из первого лево-
го ветвления первого обнаруженного цикла к «галочке» красного
цвета. В случае, если у данного цикла не было первого левого ветв-
ления, исследование графа завершается после завершения обхода
всех правых ветвлений данного цикла.

3. Возможное взаимное расположение циклов,
имеющих общие рёбра, в графе, не являющем-
ся кактусом

Лемма 1. Допустим, что автомат при обходе графа установил нали-
чие цикла, у которого на самом деле есть общие рёбра с другими цик-
лами графа. Тогда эти новые циклы могут лежать только в правых
ветвлениях только что обнаруженного цикла.

Доказательство. Предположим противное – в левом ветвлении только
что обнаруженного цикла есть другой цикл, имеющий с ним по крайней
мере одно общее ребро. Поскольку все левые ветвления обнаруженного
цикла, кроме, возможно, самого первого, уже были обойдены, а граф
является плоским, то из первого левого ветвления нельзя сразу попасть
ни в одну вершину уже обнаруженного цикла, не миновав ту, из которой
это ветвление исходит. Следовательно, в первом левом ветвлении обна-
руженного цикла не может быть цикла, который имел бы с ним общие
рёбра. Таким образом, рассматриваемые циклы могут лежать только в
правых ветвлениях обнаруженного цикла.
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Рис. 1. Возможные варианты обхода графа, не являющегося кактусом, до
обнаружения первого цикла, а также области, в которых могут лежать
левые и правые ветвления

На Рисунке 1 представлены 3 варианта обхода одного и того же гра-
фа, не являющегося кактусом, в которых автомат начинает из одной и
той же вершины, но в первый момент времени начинает двигаться в раз-
ных направлениях. Области, в которых лежат правые ветвления обна-
руженных циклов, выделены цветом. Во всех 3 ситуациях второй цикл,
мешающий графу быть кактусом, лежит в правом ветвлении.

4. Правые ветвления и «галочки»

Допустим, что автомат установил наличие цикла и приступил к обхо-
ду правых ветвлений. Перед тем, как начать исследование очередного
правого ветвления, автомат перекрашивает в фиолетовый цвет рёбра,
инцидентные текущей вершине цикла и лежащие на этом цикле. На Ри-
сунках 2а-г представлены различные ситуации, отражающие результаты
обхода правого ветвления, соответствующего вершине, в которой только
что была поставлена «галочка». На Рисунке 2, как и на всех, которые
будут представлены далее, рёбра, раскрашенные в цвета кроме серого
и чёрного, отмечены соответствующими буквами: красные ребра поме-
чены буквой «К», фиолетовые — буквой «Ф». Ситуация на Рисунке 2д
невозможна. Рассмотрим все эти случаи подробнее.

Рис. 2. Разбор ситуаций
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На Рисунке 2а представлен граф-кактус. В правом ветвлении может
не быть цикла, но автомат в любом случае попадает в вершину, которой
инциденты 2 фиолетовых ребра, и видит слева ребро этого цвета. При
этом автомат мог только что красить некоторое ребро в чёрный цвет
(если в ветвлении есть цикл, имеющий общую вершину с исходным, и
он был только что обойдён) или нет (если таких циклов в ветвлении нет
или же цикл есть, но он не имеет общих вершин с рассматриваемым).

На Рисунке 2б представлен граф, не являющийся кактусом. Авто-
мат, приступив к обходу правого ветвления некоторой вершины исход-
ного цикла, попадает в другую вершину цикла, в которой ещё не была
поставлена фиолетовая «галочка», однако «галочка» уже была простав-
лена в предыдущей вершине цикла.

На Рисунке 2в также представлен граф, не являющийся кактусом.
Автомат, приступив к обходу правого ветвления некоторой вершины ис-
ходного цикла, попадает в другую вершину цикла. Этот случай отлича-
ется от представленного на Рисунке 2б тем, что «галочки» нет даже в
предыдущей вершине цикла.

Представленный на Рисунке 2г случай отличается от 2б только тем,
что автомат попадает из правого ветвления в вершину, правое ветвле-
ние которой должно было быть исследовано в последнюю очередь. Одно
из рёбер, инцидентных этой вершине, уже было ранее окрашено в фи-
олетовый цвет, потому это было необходимо для того, чтобы оставить
«галочку» в самой первой вершине, правое ветвление которой исследо-
вал автомат.

Ситуация, представленная на Рисунке 2д, не может возникнуть при
обходе, поскольку, если бы в графе действительно был расположенный
так второй цикл, то ещё на стадии исследования правого ветвления той
вершины, в которую якобы попадает автомат, он оказался бы в одной из
уже рассмотренных ранее ситуаций.

5. Признаки того, что граф не является кактусом

Опишем 4 ситуации, в которых автомат будет устанавливать, что граф
не является кактусом.

1) Автомат обнаруживает новый цикл и тут же видит ровно
одно фиолетовое или красное ребро (Рисунок 3).

У автомата есть возможность поставить первую «галочку» на об-
наруженном цикле, однако он сразу прерывает обход. Если фиоле-
товое ребро — первое не серое справа, то следует перейти к следу-
ющему случаю.
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Рис. 3. Автомат устанавливает, что граф не является кактусом, и не
ставит первую «галочку» на только что обнаруженном цикле

2) Автомат обнаруживает новый цикл, и ему негде ставить
второе ребро первой «галочки», поскольку первое не серое
ребро справа не является чёрным (Рисунок 4).

Рис. 4. Автомат устанавливает, что граф не является кактусом, так как
негде поставить одно из рёбер первой «галочки» на только что обнару-
женном цикле

3) Автомат обнаруживает новый цикл, успешно ставит
первую «галочку» на нём, но обнаруживает, что на дан-
ном цикле уже есть по крайней мере одно фиолетовое реб-
ро (Рисунок 5).

Рис. 5. Автомат устанавливает, что первая «галочка» на обнаруженном
цикле на самом деле не является первой

Автомат ставит «галочку» и сталкивается с одиночным фиолето-
вым ребром или нечётным числом фиолетовых рёбер. Одинокое
фиолетовое ребро (оно же — первое не серое справа) должно ле-
жать на том же цикле — следовательно, это не первая «галочка»
на цикле, что означает, что граф не является кактусом.
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4) Автомат ставит последнюю «галочку» на цикле (первое
не серое ребро слева — фиолетовое), но, если пройти по
первому не серому ребру слева, то обнаружится, что там,
помимо этого ребра, чётное число фиолетовых рёбер, то
есть нет следующего ребра на данном цикле — следова-
тельно, решение автомата о том, что он завершил обход
очередного цикла, является ошибочным (Рисунок 6).

Рис. 6. Автомат устанавливает, что цикл на самом деле не обойдён до
конца

Покажем, что такая ситуация не может возникнуть при обходе гра-
фа-кактуса. Допустим, что автомат завершил обход правых ветв-
лений некоторого цикла. В графе-кактусе «галочки», лежащие на
разных циклах, не могут иметь общих рёбер. В кактусе после за-
вершения обхода правых ветвлений цикла первое фиолетовое ребро
слева будет лежать либо на том же цикле, либо в его первом правом
ветвлении. Поскольку данное ветвление должно было быть обой-
дено полностью, оно добавляет в текущей вершине чётное число
фиолетовых рёбер. При этом текущий цикл также добавляет чёт-
ное число фиолетовых или красных рёбер. Следовательно, в графе-
кактусе такая ситуация не возникнет.

6. Обеспечение наличия левого ветвления в неко-
торой вершине рассматриваемого цикла

В алгоритме для псевдодеревьев в [7] автомат должен был оставлять
нестандартную метку в одном из левых ветвлений. При повторном обхо-
де обнаруженного цикла с целью установления наличия левых и правых
ветвлений автомат получал информацию о том, есть ли какие-то ветв-
ления. Если все вершины, посещённые автоматом, имели степень 2, то
никаких ветвлений не было и граф просто являлся циклом. Если были
вершины степени больше 3, причём автомат был в ситуациях, когда вер-
шине были инцидентны хотя бы 2 чёрных ребра, то в графе были левые
ветвления. Если же автомат посещал вершины степени 3, но признаков
левых ветвлений не обнаружил, то в цикле есть только правые ветвле-
ния. В таком случае граф перекрашивал всё обратно в серый цвет (в
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силу отсутствия левых ветвлений «всё» включало в себя только обна-
руженный цикл), после чего менял направление движения по правилу
левой руки на противоположное, тем самым превращая старые правые
ветвления в новые левые, и начинал обход заново.

В алгоритме для псевдодеревьев признаком окончания обхода было
«левое ребро чёрное, правое ребро серое, сейчас автомат ничего не кра-
сил».

Рассмотрим следующую ситуацию: автомат нашёл цикл и начал ис-
следование ещё не обойдённых его ветвлений, где обнаружил ещё один
цикл. Если новый цикл лежит в первом левом ветвлении первого, то на-
правление обхода не менялось, и для нового цикла первый будет в левом
ветвлении. Еcли новый цикл лежит в одном из правых ветвлений исход-
ного, то направление обхода к этому моменту уже поменялось, так что
исходный цикл опять же будет лежать в левом ветвлении нового.

Наличие первых левых ветвлений у циклов необходимо для того, что-
бы была возможность размещать синие или голубые рёбра. Ситуация, в
которой автомату будет негде ставить эти рёбра, может возникнуть толь-
ко в том случае, если наличие цикла было обнаружено в вершине степени
2 или вершине большей степени, но такой, что все инцидентные рёбра
лежат в правых ветвлениях. Такая ситуация может возникнуть только
в той вершине, откуда начинался обход.

7. Порядок изменения цветов рёбер при обходе
графа автоматом

Автомат может перекрашивать рёбра следующим образом:

1) Серый → Чёрный: стандартная операция при обходе новых рё-
бер;

2) Чёрный → Фиолетовый: размещение «галочек»;

3) Чёрный → Красный: размещение первой «галочки» на первом
обнаруженном цикле;

4) Чёрный → Синий: размещение синего ребра;

5) Фиолетовый → Голубой: размещение голубого ребра.

6) Синий→ Чёрный и Голубой→ Фиолетовый: автомат идёт ту-
да, где ещё нужно что-то обойти, после завершения обхода правых
ветвлений некоторого цикла.
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Таблица 1. Возможные изменения цвета ребра за один шаг
Старый\новый цвет Сер. Чёрн. Фиол. Красн. Син. Гол.

Серый X + – – – –
Чёрный – X + + + –

Фиолетовый – – X – – +
Красный – – – X – –
Синий – + – – X –
Голубой – – + – – X

Невозможные действия:

1) Серый → Фиолетовый и Серый → Красный: только рёбра
циклов могут быть перекрашены в фиолетовый или красный цвет.
Если ребро серое, то его принадлежность какому-либо циклу ещё
не установлена;

2) Серый → Синий и Серый → Голубой: в синий цвет могут быть
перекрашены только чёрные рёбра, а в голубой – только фиолето-
вые. Использование этих красок на сером ребре могло бы приве-
сти к тому, что новый цикл будет обнаружен при перекрашивании
какого-то ребра не в чёрный цвет;

3) Любой цвет → Серый: перекрашивание обратно в серый цвет
невозможно;

4) Фиолетовый → Чёрный и Фиолетовый → Красный: фиоле-
товые рёбра не могут быть перекрашены обратно в чёрный цвет.
Красных рёбер в графе всего 2, и они сразу были перекрашены из
чёрных в красные;

5) Синий → Фиолетовый и Синий → Красный: синие рёбра мо-
гут сразу стать только чёрными;

6) Голубой → Чёрный и Голубой → Красный: голубые рёбра
могут сразу стать только фиолетовыми;

7) Чёрный → Голубой и Фиолетовый → Синий: синяя и голубая
краски нужны для того, чтобы отличать рёбра, которые раньше
были чёрными и фиолетовыми;

8) Красный → Любой цвет: красные рёбра остаются красными до
конца обхода;

9) Синий → Голубой и Голубой → Синий.
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8. Оценки времени установления автоматом свой-
ства графа быть графом-кактусом

В качестве одного шага алгоритма будем рассматривать проход авто-
мата по некоторому ребру в одну сторону вместе со всеми действиями,
которые могут сопровождать этот переход. Такие действия, в частности,
подразумевают выбор ребра и то, нужно ли его красить. Вне зависимо-
сти от того, выбирает автомат первое ребро слева или, например, первое
не серое ребро справа, на это действие вместе с проходом по ребру и
возможным его перекрашиванием уходит один шаг алгоритма. Анализ
ситуации в текущей вершине происходит мгновенно, то есть автомату не
нужен дополнительный шаг для того, чтобы установить, что он обнару-
жил цикл, и так далее.

1) Рёбра, не лежащие на циклах, нужно проходить 2 раза (больше ша-
гов нужно только для тех рёбер, которые потом становятся сини-
ми). Первое левое ветвление первого цикла в худшем случае нужно
будет полностью обходить 2 раза, то есть проходить по каждому его
ребру 4 раза;

2) По каждому ребру каждого цикла необходимо пройти по крайней
мере 4 раза (больше шагов нужно только для тех рёбер, которые
потом становятся голубыми): один раз – когда автомат проходит
по нему в первый раз и красит в чёрный цвет, два раза – когда
автомат ставит очередную «галочку» и возвращается в её центр, и
ещё один раз – когда автомату нужно переместиться в следующую
вершину цикла;

3) Каждому циклу нужно по одному синему или голубому ребру: 2
шага уходят на то, чтобы его поставить, и ещё 1 – чтобы потом
перекрасить это ребро в чёрный или фиолетовый цвет;

4) В конце обхода правых ветвлений необходимо проверить, что следу-
ющее ребро на этом цикле действительно фиолетовое или красное.
Для этого необходимо осуществить 2 шага.

Пусть в графе есть k рёбер и m циклов, а общее число рёбер, содер-
жащихся в циклах, равно n. Нижняя оценка для числа шагов совпадает
с полученной в работе [7] для деревьев и псевдодеревьев и следует из
того, что по каждому ребру автомат пройдёт хотя бы 2 раза. Верхняя
оценка числа шагов:

T ≤ 4(k − n) + 4n+ 3m+ 2m, (1)
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где 4(k−n) – верхняя оценка числа шагов для обхода рёбер, не лежащих
на циклах (умножение на 4 стоит из-за первого левого ветвления первого
цикла – неизвестно, сколько там рёбер по сравнению с k),
4n – число шагов для рёбер, принадлежащих циклам, от первого прохода
до завершения обхода этих циклов;
3m – число шагов для синих и голубых рёбер;
2m – проверка.

Если в графе есть хотя бы один цикл, то 3 ≤ n ≤ k. Кроме того, в
каждом цикле есть по крайней мере 3 ребра, причём предполагается, что
общих рёбер у циклов нет, – следовательно, 3m ≤ n ≤ k ⇒ m ≤ n

3 ≤ k
3 .

Тогда:

T ≤ 4k + 5m ≤ 4k +
5k

3
=

17k

3
. (2)

9. Выводы

Представленный в данной работе алгоритм для автоматов, осуществля-
ющих обход связных плоских простых неориентированных графов, поз-
воляет с использованием 6 красок установить, является ли рассматрива-
емый граф кактусом.
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О сложности A-выразимости 
элементарного базиса для A-замыкания в 

классах линейных автоматов над 
конечными полями

И. Ю. Ильин1

  В предыдущей работе нами был получены оценки сложности 
реализации элементарного базиса в классе одноместных линейных 
автоматов, сохраняющих нулевую последовательность. В данной 
работе мы получили верхнюю оценку сложности реализации эле- 
ментарного базиса через операции A-замыкания в классе линейных 
автоматов над конечным полем [4].

  Ключевые слова: линейные автоматы, А-замыкание, А-выразимость, вре- 
менная сложность алгоритма.

  Мы продолжаем исследовать сложность реализации функций в раз- 
личных классах линейных автоматов. В предыдущей работе нами были 
получены оценки сложности реализации элементарного базиса в клас- 
се линейных автоматов, сохраняющих нулевую последовательность. В 
данной работе мы будем решать задачу сложности реализации элемен- 
тарного базиса для A-замыкания в классе линейных автоматов над ко- 
нечным полем Ek [4], предварительно получив результаты для поля E2. 
Для упрощения приведем используемые нами обозначения, определения 
и теоремы, подробные доказательства которых читатель сможет найти 
в работах [1] [2] [5].

§1. Оценка сложности τ -приближения функций элемен- 
тарного базиса в классе линейных автоматов над полем 
E2.

Мы рассмотриваем множество линейных автоматов L2 над E2 с опера- 
циями композиции:

1. Подстановки.
2. Переименования переменных.
3. Отождествления переменных.
4. Обратной связи.
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Обозначим K(M) – замыкание множества M по операциям перечис-
ленным операциям.

Введем множества Ta, a ∈ E2 следующим образом:
Ta = {f |f ∈ L2, f сохраняет a в начальный момент времени. } [1]
Переменная xj функции f(x1, ..., xn) =

∑n
1 µixi +µ0, µi ∈ E′2(ξ) назы-

вается непосредственной, если µj(0) = 1.
Введем ещё два множества:

V1 = {f |f ∈ L2, f имеет не более одной непосредственной переменной}.
V2 = {f |f ∈ L2, f имеет нечетное число непосредственных переменных}.

Обозначим U(f) = {µi, i = 1, ..., n}.
Введем множество

M(ξ) = {f |f ∈ L2,∀µ ∈ U(f), µ+ µ(0) = a2ξ
2 + a3ξ

3 + ...}.

Множества T0, T1, V1, V2,M(ξ) являются K-замкнутыми и предполны-
ми в L2 [1].

Пусть M ⊆ L2, f ∈ L2, τ ∈ Z+. Тогда функция f = f(x1, ..., xn) явля-
ется τ -выразимой черезM , если существует функция g(x1, ...xn) ∈ K(M)
такая, что

∀αi, αi = a0ia2i...aτi, i = 1, 2, ..., n

f(α1, ..., αn) = g(α1, ..., αn).

Функция f называется A-выразимой через M , если ∀τ ∈ Z+ функция f
τ -выразима из M [5].

Пусть M ⊆ L2 тогда A-замыканием M называется множество
A(M) = {f |f ∈ L2, f - A-выразима из M}.

Множества T0, T1, V1, V2,M(ξ) являются A-замкнутыми, далее будем
обозначать Ja = {T0, T1, V1, V2,M(ξ)}.
Лемма 1. Пусть множество M ⊆ L2, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ Ja. Пусть n - максимальная арность функций
из M . Тогда мы можем получить константы γ0, γ1 такие, что γ0(0) =
0, γ1(0) = 1, используя O(n) операций сложения и умножения, а также
1 операцию обратной связи.

Доказательство. Так как M целиком не содержится в V1, V2, то суще-
ствует функция f(x1, ..., xn)=

∑n
i=1 µixi+µ0 имеющая четное количество

непосредственных переменных. Рассмотрим функцию

g(x) = f(x, x, ..., x) =

n∑

i=1

µix+ µ0 = µx+ µ0,

которую мы получаем за O(n) операций сложения. В силу того, что у
функции f четное количество непосредственных переменных, µ(0) = 0, а
значит к функции g применима обратная связь. Fb(g(x)) = γ – константа.
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Предположим, что γ(0) = 0, тогда γ ∈ T0. В M выберем функцию h
не принадлежащую T0 и подставим в неё константу γ: h(γ, γ, ..., γ) = γ1,
для чего используем O(n) операций сложения и умножения.

Cхожим образом поступим, если γ(0) = 1, в этом случае γ ∈ T1. В M
выберем функцию h′ не принадлежащую T1 и подставим в неё константу
γ: h′(γ, γ, ..., γ) = γ0, для чего используем O(n) операций сложения и
умножения.

А значит, мы получаем две константы γ0, γ1 такие, что γ0(0) = 0,
γ1(0) = 1.

Лемма 2. Пусть множество M ⊆ L2, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ Ja, n - максимальная арность функций из M .
Пусть также нами уже были получены две константы γ0, γ1 из леммы
1. Тогда мы можем получить функцию f̂(x1, x2, x3), 2s-эквивалентную
x1 + x2 + x3 за O(s+ n) операций.

Доказательство. Существует функция f ′(x1, ..., xn), принадлежащая
M \ V1. Без ограничения общности, x1, x2 - непосредственные перемен-
ные. Подставим константу γ0 вместо всех переменных, кроме x1, x2,

f ′(x1, x2, γ0..., γ0) = µ1x1 + µ2x2 + γ′

за O(n) операций сложения и умножения. Переменные x1, x2 - непосред-
ственные, а значит µ1(0) = µ2(0) = 1. Получим функции

fγ0,x1(x1) = f ′(γ0, x1, γ0..., γ0),

fx2,γ0(x2) = f ′(x2, γ0, γ0..., γ0),

f ′′(x1, x2) = f ′(fγ0,x1(x1), fx2,γ0(x2), γ0..., γ0),

f ′′(x1, x2) = µ1µ2x1 + µ1µ2x2 + γ′′.

Для этого мы используем O(n) операции сложения и умножения, µ =
µ1µ2 в нулевой момент принимает значение µ(0) = µ1(0)µ2(0) = 1. Сле-
довательно, µ имеет вид 1 + ξµ̂, где µ̂ ∈ E′2(ξ). Получим функцию

f1(x1, x2) = f ′′(f ′′(x1, x2), γ0) = µ2x1 + µ2x2 + γ(1)

за O(1) операций сложения и умножения.
Предположим, что мы уже получили функцию fs−1(x1, x2). Построим

теперь функцию fs(x1, x2):

fs(x1, x2) = fs−1(fs−1(x1, x2), γ0) =

= µ2
s−1
µ2

s−1
x1 + µ2

s−1
µ2

s−1
x2 + γ(s−1)µ2

s−1
=
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= µ2
s
x1 + µ2

s
x2 + γ(s−1)µ2

s−1

= µ2
s
x1 + µ2

s
x2 + γ(s)

На каждой итерации такого процесса мы будем использовать O(1)
операций сложения и умножения, значит, всего на построение fs(x1, x2)
потребуется O(s) операций сложения и умножения.

Подставим функцию fs в себя следующим образом:

fs(x1, fs(x1, x3)) = µ2
s
x1 + µ2

s+1
x2 + µ2

s+1
x3 + γ(s) + µ2

s
γ(s) =

= (1 + ξ2
s
µ̄)x1 + (1 + ξ2

s
µ̃)x2 + (1 + ξ2

s
µ′)x3 + ξ2

s
γ̂,

используя O(1) операций сложения и умножения. Отсюда видно, что эта
функция 2s-эквивалентна x1 + x2 + x3 и была построена за O(s + n)
операций сложения и умножения. Поскольку мы можем построить по-
добную функцию для любых s, то таким образом мы получили функцию
f̂(x1, x2, x3), 2s-эквивалентную функции x1 + x2 + x3.

Заметим, что принимая τ = s в лемме 2, мы получаем функцию
f̂(x1, x2, x3), τ -эквивалентную функции x1 + x2 + x3.

Лемма 3. Пусть множество M ⊆ L2, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ Ja, n - максимальная арность функций из M .
Пусть мы уже получили константы γ0, γ1 из леммы 1 и функцию x1 +
x2+x3. Тогда мы можем получить функции, τ -эквивалентые задержке,
сумматору x1+x2, константе 0, используя O(n+τ) операций сложения
и умножения.

Доказательство. Из множества M выберем функцию h(x1, ..., xr) не
принадлежащую M(ξ). Существует µ ∈ U(h) такая, что

µ+ µ(0) = ξ + ξ2a2 + ...

Будем считать, что

h(x1, ..., xr) = µx1 + µ2x2 + ...+ µrξr + γ.

Получим функцию h1(x) = h(x, γ0, ..., γ0) = µx+ γ за O(n) операций
сложения.

Для того чтобы получить оценки количества операций сложения и
умножения, повторим индуктивное доказательство, представленное в ра-
боте [1]. Если µ(0) = 1, то получим из функции h1(x) и сумматора
x1 + x2 + x3 следующую функцию:

h2(x) = h1(x) + x+ γ0 = µx+ γ + x+ γ0 = ξµ′x+ γ′.
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Если γ′(0) = 1, то прибавив к h2(x) константы γ0, γ1 получим

h2(x) + γ0 + γ1 = ξµ′x+ γ̃′, γ̃′(0) = 0.

Таким образом мы можем считать, что в h2(x) константа γ′(0) = 0.
Значит, γ′ = 0 + b1ξ + b2ξ

2 + ... . Если b1 = 0, то все доказано. Пусть
b1 = 1.

h2(γ0) = ξµ′ξγ̃ + γ′ = ξ + b′2ξ
2 + b′3ξ

3 + ...

h2(γ1) = ξµ′ ˜̃γ + γ′ = b′′2ξ
2 + b′′3ξ

3 + ...

ĥ2(x) = h2(x) + h2(γ0) + h2(γ1) = ξµ′x+ ξ2µ′′, µ′(0) = 1.

Функция ĥ2(x), таким образом, 2-эквивалентна задержке. Теперь дока-
жем для τ > 2.

Предположим теперь, что

hτ (x) = (ξτ−1 + ξτµτ−1)x+ ξτγτ−1.

Подставим ĥ2(x) в hτ (x) и получим

h′τ (x) = (ξτ + ξτ+1µ′τ )x+ ξτγτ .

Если γτ (0) = 0, то мы уже получили ht+1(x), Предположим, что
γτ (0) 6= 0, тогда подставим в сумматор x1 + x2 + x3 функции h′τ (x),
h′τ (γ0), h

′
τ (γ1) и получим,

h′τ (x) + h′τ (γ0) + h′τ (γ1) = (ξτ + ξτ+1µ′′τ )x+ ξτ+1γ′τ = hτ+1(x)

Заметим, что функция hτ+1(x) будет τ -эквивалентна нулю. Следова-
тельно, мы можем получить сумматор от двух переменных, подставив
hτ+1(x) на место любой переменной в сумматоре x1 +x2 +x3. Суммируя
функции hi,c = hi(γ1) +hi(γ0), мы можем получить константу с началом
из i− 1 нуля, hi,c(i) = 1 и произвольным концом.

Снова рассмотрим функцию ĥ2(x) и переобозначим её как f1(x):

ĥ2(x) = ξµ′x+ ξ2µ′′ = ξx+ ξ2µ′′′x+ γ1,1 = f1(x), µ′(0) = 1.

Функция f1(x) является 2-эквивалентной задержке с нулевым началь-
ным состоянием. Получим теперь функцию f2(x):

f1(x) = (ξ + ξ2µ′′′)x+ γ1,1, µ
′′′(0) = a.

f1(x) + (1 + µ′′′(0))h3(x) = (ξ + ξ3µ(3))x+ ξ2γ2,1.

f1(x)+(1+µ′′′(0))h3(x)+(1+γ2,1(0))h3(γ1) = (ξ+ξ3µ(3))x+ξ3γ2,2 = f2(x).
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Видно, что для получения f2(x) мы потратили O(1) операций сло-
жения и умножения. Функция f2(x) является 3-эквивалентной задержке
с нулевым начальным состоянием. Продолжая данный процесс, полу-
чая f4, f5, ... до времени τ , получим функцию fτ (x), τ -эквивалентную
задержке с нулевым начальным состоянием. На каждой итерации мы
будем использовать O(1) операций сложения и умножения, а значит все-
го, для получения fτ (x), мы используем O(n + τ) операций сложения и
умножения.

Теорема 1. 1. Пусть множество M ⊆ L2. M является A-замкнутым
тогда и только тогда, когда M не содержится целиком ни в одном из
множеств Θ ∈ Ja.

2. Пусть n - максимальная арность функций из M . Тогда за O(τ+n)
операций сложения и умножения, а также одну операцию обратной
связи мы можем получить функции τ -эквивалентные единице, задерж-
ке, сумматору от двух переменных.

Доказательство. Доказательство первого утверждения теоремы чита-
тель может найти в работе [1]. Докажем второе утверждение.

В леммах 1,2,3 мы научились получать функции τ - эквивалент-
ные задержке с нулевым начальным состоянием, константы γ0,γ1, где
γ0(0) = 0,γ1(0) = 1, функцию x1 + x2 + x3, сумматор x1 + x2, констан-
ту 0, задержку ξx за O(n + τ) операций сложения и умножения и одну
операцию обратной связи. Получим функцию τ -эквивалентную единице.

Выпишем константу γ1 до такта τ в виде ряда: 1 + a1ξ + a2ξ
2 + ...+

aτξ
τ + ....
Получим константы γ1ξ

i, i = 1, ..., τ . Теперь прибавим к константе γ1
константу γ1ξ, если коэффициент a1 = 0, и запишем это в таком виде:

γ1,1 = γ1 + b1ξγ1 = 1 + ξ + (b1a1 + a2)ξ
2 + (b1a2 + a3)ξ

3 + ...,

где b1 = 1, если a1 = 0, и b1 = 0, если a1 = 1.

Перепишем
γ1,1 = 1 + ξ + a2,1ξ

2 + a3,1ξ
3 + ...,

Теперь предположим, что мы уже получили γ1,p, получим теперь γ1,p+1:

γ1,p+1 = γ1,p+bp+1ξ
p+1γ1 = 1+ξ+ ...+ξp+1+(bp+1ap+1,p+ap+2,p)ξ

p+2+ ...,

где bp+1 = 1, если ap+1,p = 0, и bp+1 = 0, если ap+1,p = 1.

Перепишем

γ1,p+1 = 1 + ξ + ...+ ξp+1 + ap+2,p+1ξ
p+2 + ...

130



Отсюда видно, что на итерации τ константа γ1,τ будет τ -эквивалентна
единице. На каждой итерации мы используем O(1) операций сложения,
так как тактов всего τ , то мы используем для получения функции τ -
эквивалентной единице O(τ) операций сложения и умножения. Подстав-
ляя оценки из предыдущих лемм, мы получим, что в общей сложности
используется не более 1 операций обратной связи и O(τ + n) операций
сложения и умножения.

На этом доказательстве мы закончим исследование сложности
τ -выразимости элементарного базиса в классе линейных автоматов над
полем E2 и перейдем к линейным автоматам над полем Ek.

§2. Оценка сложности τ -приближения функций элемен-
тарного базиса в классе линейных автоматов над полем
Ek.

В данной главе под обозначением Ek мы будем понимать конечное поле,
где k = pm, p - простое, m ∈ N. [4]

Аналогично со случаем в E2, определим следующие множества со-
гласно работам [2] [1]:

Ta = {f |f ∈ Lk, f сохраняет a ∈ Ek в начальный момент времени. }
V1 = {f |f ∈ Lk, f имеет не более одной непосредственной

переменной}.
V0 = {f(x1, ..., xn) =

∑n
i=1 µixi + µ0|

∑n
i=1 µi(0) = 1(mod p)}.

U(f) = {µi, i = 1, ..., n}.
M1(ξ) = {f |f ∈ Lk, ∀µ ∈ U(f), µ− µ(0) ∈ ξ2E′k(ξ)}.
P̂1, P̂2, ..., P̂s - все максимальные собственные подполя в Ek.
Pj = {f |f ∈ Lk, ∀i, i = 1, ..., n µi(0) ∈ P̂j}.
JAk = {Ta, V0, V1,M1, Pj |a ∈ Ek, i ∈ {1, ..., s}}.
Определения τ -эквивалентности и A-полноты аналогичны случаю с

автоматами над E2.
Перечисленные выше классы JAk являются A-замкнутыми и предпол-

ными в Lk [1].
Аналогично со случаем L2 мы сформулируем следующую лемму:

Лемма 4. Пусть множество M ⊆ Lk, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ JAk . Пусть также n - максимальная арность
функций из M . Тогда мы можем получить константу γ, γ(0) = a, a ∈
Ek, используя O(k + n) операций сложения и умножения, а также 1
операцию обратной связи.

Доказательство. Так как M не содержится в V1, то, без ограничения
общности, будем считать, что у нас есть функция f(x1, ..., xn)=

∑n
i=1 µixi+
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µ0 имеющая непосредственные переменные x1, x2. Тогда рассмотрим
функцию g(x1, x2, x) = f(x1, x2, x, ..., x) = µ1x1+µ2x2+µ′x+µ0, которую
мы получаем за O(n) операций сложения. Обозначим µi(0) = ai, i = 1, 2.

Так как k - порядок поля Ek, то мы можем возвести ai в степень k−1,
чтобы получить ak−1i = 1 [4]. Получим функции

g1(x1, x) = g(x1, x, x), g2(x2, x) = g2(x, x2, x).

Подставим g1, g2 в себя k − 2 раз:

h1 = g1(g1(g1(...(x1, x)...x), x), x),

h2 = g2(g2(g2(...(x2, x)...x), x), x).

Мы используем для этого O(k) операций сложения и умножения, а
затем подставим полученные функции в g(x1, x2, x3) :

g(h1(x1, x), h2(x2, x), x) = µk−11 x1 + µk−12 x2 + µ̂x+ µ̂0 = h(x1, x2, x).

µk−11 (0) = (µ1(0))k−1 = 1, µk−12 (0) = 1.

p-раз подставим в себя функцию h следующим образом:

H(x1, ...xp+1, x) = h(h(...(h(x1, x2, x), ..., xp, x), xp+1, x) =

= µ̃1x1 + µ̃2x2 + ...+ µ̃p+1xp+1 + µ̃x+ µ̃0.

Таким образом, за O(p) операций мы получили, что µ̃i(0) = 1, i =
1, ..., p−1, µ̃0(0) = pµ̂(0) = 0, причем переменная x не является непосред-
ственной.

Теперь возьмем функцию u(x1, ..., xn′) ∈M \ V0.
G(x) = u(x, x, ..., x) =

∑n′
i=1 µ

′
ix + µ′0 = µx + µ′0, получаем G(x) за

O(n′) операций сложения. µ(0) 6= 1, n′ ≤ n.
Если µ(0) = 0, то мы можем применить оператор обратной связи к

G(x), получим Fbx(G(x)) = γ, где γ - константа.
Пусть µ(0) = a, a 6= 0. Элемент a порождает подполе E′ в Ek. Ep ⊆ E′.
Рассмотрим случай p = 2. Имеем zk−1−1 = 0, z = 1 - корень данного

уравнения, ak−1 − 1 = 0. Следовательно, мы можем переписать уравне-
ние в виде (z + 1)(zk−2 + ...) = 0. Если количество слагаемых во второй
части уравнения - чётное, то вторая часть уравнения делится на z + 1.
Будем выделять z + 1 из второй части уравнения до того момента, ко-
гда количество слагаемых в нём не станет нечётным, получим уравнение
(z + 1)s(

∑r
i=0 aiz

i) = 0,
∑r

i=0 aia
i = 0, ai ∈ {0, 1},

∑r
i=0 ai = 1. Так как
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всего элементов в поле не более k, то на получение степеней µi мы ис-
пользуем не более O(k) операций сложения и умножения. Из леммы 5
мы можем получить 3-сложение (текущая лемма не требуется для до-
казательства леммы 5). Используя 3-сложение и полученные степени ai,
получим дробь µ

∑r
i=0 aiµ

i, для этого мы будем применять 3-сложение не
более O(k) раз. Таким образом мы получаем функцию Ĥ(x) такую, что
Ĥ(0) = 0, а значит к ней применима обратная связь. Применяя к Ĥ(x)
обратную связь получим константу γ за O(k + n) операций сложения и
умножения и одну операцию обратной связи.

Рассмотрим случай p > 2. Умножая элемент a не более чем за l <
k раз, мы можем получить элемент t ∈ {2, 3, ...p − 1} подполя Ep [4].
Значит, подставляя G(x) в себя не более чем k раз, получим функцию
G′(x) = (µ′)lx + µ′′, используя O(k) операций сложения и умножения и
одну операцию обратной связи.

Теперь подставим функцию G′(x) в функцию H на место первых r′

переменных, а на место остальных поставим x, где количество примене-
ний r′ найдем ниже.

Получим Ĥ(x) = H(G′(x), ..., G′(x), x, x, ...x) = µ̂x + ˜̃µx + µ̂0 = (µ̂ +
˜̃µ)x+µ̂0. Переменная x не является непосредственной для функции Ĥ(x),
т.к. (µ̂ + ˜̃µ)(0) = r′t + (1 − r′) = 0, r′ = −1

b−1 ∈ Ep. А значит, применяя
операцию обратной связи к функции Ĥ(x), получим костанту γ за O(k+
n) операций сложения и умножения и одну операцию обратной связи.

Заметим, что любую другую константу γ2 мы можем получить из
функции fa, не принадлежащей классу Tγ , подставив в функцию fa на
место всех переменных константу γ, что можно сделать не более чем за
O(n) операций сложения.

Теперь получим операцию сложения p+1 элемента, т.е. докажем сле-
дующую лемму:

Лемма 5. Пусть множество M ⊆ Lk, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ JAk . Пусть также n - максимальная арность
функций из M . Тогда мы можем получить функцию τ -эквивалентную
функции x1 + x2 + x3.... + xp+1 за O(k + τ + n) операций сложения и
умножения.

Доказательство. ∃f(x1, ..., xn′) ∈M\V1. Пусть x1, x2 - её непосредствен-
ные переменные. Тогда подставим переменную x в остальные перемен-
ные функции f : f1(x1, x2, x) = f(x1, x2, x, ..., x)=µ1x1 + µ2x2 + µx + µ0.
µ1(0) 6= 0, µ2(0) 6= 0, используя O(n) операций сложения. Подставим
функцию f1 в себя за O(1) операций умножения и сложения:

f2(x1, x2, x) = f1(f1(x, x2, x), f1(x1, x, x), x) = µ1µ2x1 + µ1µ2x2 + µ′x+ µ′0.
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Обозначим µ = µ1µ2, µ(0) 6= 0. Распишем µ в форме ряда и переобозна-
чим этот ряд: µ = a0 + a1ξ + ... = a0 + ξµ̂, µ̂ ∈ E′k(ξ). Далее за O(k)
операций сложения и умножения получим функцию

f3(x1, x2, x) = µk−1x1 + µk−1x2 + µ̃x+ µ̃0, µ
k−1 = µ3, µ3(0) = 1,

т.к. из [4] нам известно, что

(a+ b)p = ap + bp

ak−1 = 1, ak = ap
m

= a,∀a ∈ Ek.
Теперь, не более чем за O(pt) операций сложения и умножения, под-

ставляя саму в себя функцию f3 тем же способом, что и функцию f2,
получим из функции f3 функцию f4(x1, x2, x) = µp

t

3 x1 + µp
t

3 x2 + µ̃x+ µ̃0.

Выпишем дроби µp3, µ
pt

3 :

µp3 = (1 + ξµ4)
p = 1p + (ξµ4)

p = 1 + a′pξ
p + a′p+1ξ

p+1 + ....

µp
t

3 = (1 + ξµ4)
pt = 1p

t
+ (ξµ4)

pt = 1 + a′ptξ
pt + a′pt+1ξ

pt+1 + ....

Число t мы будем выбирать так, чтобы τ ≤ pt, заметим, что при
τ ≥ 2 мы можем выбрать t такой, что t ≤ τ , а значит общее количество
операций сложения и умножения для получения f4 мы можем оценить
как O(p + τ). Обозначим µ5 = µp

t

3 , тогда перепишем f4 = µ5x1 + µ5x2 +
µ′5x+µ05. Теперь будем подставлять f4 в себя p-раз следующим образом:

f4(x1, f4(x2, f4(x3, ...., x), x), x), x) =

= µ5x1 + µ25x2 + ....µp5xp + µp5xp+1 + (µ′5 + µ′5µ+ ...+ µ′5µ
p−1
5 )x+

+(µ′′0 + µ′′0µ+ ...+ µ′′0µ
p−1
5 ) = F (x1, x2, ...xp+1, x).

µ̂′ = µ′′0 + µ′′0µ+ ...+ µ′′0µ
p−1
5 ,

µ̂′′ = µ′5 + µ′5µ+ ...+ µ′5µ
p−1
5 .

Вид µ5 мы уже обсуждали ранее, все дроби µi5, i = 1, ...p будут τ -
эквивалентны единице. µ̂′′,µ̂′ в свою очередь τ -эквивалентны нулю, т.к.
в µ̂′ и в µ̂′′ содержится p слагаемых. Следовательно, сама функция
F (x1, x2, ...xp+1, x) будет τ -эквивалентна функции x1 + x2 + x3....+ xp+1,
причем функцию F мы получили за O(k+τ) операций сложения и умно-
жения.

Сформулируем ещё одну вспомогательную лемму:
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Лемма 6. Пусть множество M ⊆ Lk, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ JAk . Пусть также n - максимальная арность
функций из M . Пусть также нами были получены константа γ, γ(0) =
b, b ∈ Ek, а также функция x1+x2+x3....+xp+1. Тогда для любых a ∈ Ek
за O(n) операций мы можем получить функцию ga(x) = µax + γ′, где
µa ∈ E′k(ξ), γ′ ∈ E′k(ξ), µa(0) = a.

Доказательство. Так как множество M не содержится целиком в клас-
сах Pl, ∀l ∈ {1, ..., s}, то ∃µl1 , ..., µ′lm ∈ U(M), µ′i(0) /∈ Ek,li , где Ek,i -
подполя в Ek такие, что элемент µl1(0)µl2(0)...µ′lm(0) порождает Ek по
операциям сложения и умножения. Для получения этого элемента мы
потратим не более O(k) операций сложения и умножения. Заметим, что
так как µl1(0)µl2(0)...µ′lm(0) порождает все Ek, то мы можем получить
все различные элементы Ek в нулевой момент времени за O(k) операций
сложения и умножения. Будем далее считать, что мы получили данные
элементы и добавим O(k) в общую оценку сложности в теореме 2 и не
будем учитывать эту оценку в данной лемме.
Значит, ∀a ∈ Ek ∃f(x1, ..., xn′) ∈ K(M), ∃µ ∈ U(f), µ(0) = a. Не
ограничивая общности, будем считать, что µ - дробь перед первой пе-
ременной x1. Подставив в f константу γ, полученную ранее, получим
f(x, γ, ..., γ) = µx+ γ′ за O(n) операций сложения.

И теперь докажем нужную нам лемму:

Лемма 7. Пусть множество M ⊆ Lk, M не содержится целиком ни
в одном из множеств Θ ∈ JAk . Пусть также n - максимальная ар-
ность функций из M . Пусть также нами были получены констан-
ты γa, γa(0) = a; γc, γc(0) = c; a, c ∈ Ek, a 6= c, а также функция
x1+x2+x3....+xp+1. Тогда мы можем получить константу γ0 ∈ K(M)
такую, что γ0(0) = 0 за O(n+ p) операций.

Доказательство. Рассмотрим функцию x1 + x2 + ... + xp+1. Подставим
на место переменных x1, ...xi функцию gb(γc), которую мы можем по-
лучить по лемме 6 за O(n) операций сложения и умножения, на ме-
сто переменных xi+1, ..., xp, а на место переменной xp+1 константу γc
всего за O(n + p) операций сложения и умножения. В итоге получим
gb(γc) + ...+ gb(γc) + ga(γa) + ...+ γc = γ. Теперь найдем такие значения
i, b, что γ(0) = 0.

γ(0) = iµb(0)γc(0) + (p− i)µb(0)γa(0) + γc(0) + pγ′c(0) = 0,

ibγc(0) + (p− i)bγa(0) + γc(0) = 0,

ib(γc(0)− γa(0)) = γc(0).
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Получаем уравнение

i =
γc(0)

b(γa(0)− γc(0))
.

Если γc(0) = 0, то i = 0 и мы получаем необходимую нам костанту.
Если γc(0) 6= 0, то тогда

b =
γc(0)

(γa(0)− γc(0))
, i = 1.

Количество операций для получения константы γ0 составило O(n + p).

Лемма 8. Пусть множество M ⊆ Lk, M не содержится целиком ни в
одном из множеств Θ ∈ Jka . Пусть также n - максимальная арность
функций из M . Пусть также нами были получены константа γ0(0) =
0 ∈ Ek, а также функция x1+x2+x3....+xp+1. Тогда для любых a ∈ Ek за
O(n+p) операций сложения и умножения мы можем получить µax+γ0,
где µa ∈ E′k(ξ), γ ∈ E′k(ξ), µa(0) = a,γ0(0) = 0.

Доказательство. Будем считать, что мы уже получили функцию µa+γ′,
a ∈ Ek за O(n) операций. Возьмем функцию сложения x1 +x2 + ...+xp+1

и подставим на место первой переменной x1 функцию µax+ γ′, на место
переменных x2, ...xp подставим константу µaγ0+γ′, а на место переменной
xp+1 константу γ0:

(µax+ γ) +

p−1∑

i=1

(µaγ0 + γ) + γ0 =

= µax+

p−1∑

i=1

(µaγ0) + γ0 = µax+ γ′, γ′(0) = 0.

Таким образом мы получили необходимую нам функцию µax + γ0, ис-
пользуя не более чем O(n+ p) операций сложения и умножения.

Теперь мы можем сформулировать нашу теорему:

Теорема 2. Пусть множество M ⊆ Lk, M не содержится целиком
ни в одном из множеств Θ ∈ JAk . Пусть также n - максимальная
арность функций из M . Тогда за O((τ + 1)(n + p + 1) + k + p) опера-
ций сложения и умножения, а также одну операцию обратной связи
мы можем получить функции, τ -эквивалентные базисным функциям
{1, x1 + x2, ax, ξx|a ∈ Ek}.
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Доказательство. По лемме 4 мы научились получать функции, τ экви-
валентные константам γa, γb заO(n+k) операций сложения и умножения.
По лемме 5 получим функцию, τ -эквивалентную функции x1 + x2 + ...+
xp+1 за O(k+n+ τ) операций сложения и умножения. По лемме 7 полу-
чим функцию γ0, γ0(0) = 0 за O(n+p) операций сложения и умножения,
итого получим оценку в O(n+k+τ+p) операций сложения и умножения.
Заметим, что оценка O(k), полученная в лемме 6 не влияет на итоговую
оценку.

Теперь будем получать задержку с нулевым начальным состоянием.
Cуществует функция g ∈M \M1, g(x1, ...xn) =

∑n
i=1 µixi+µ0. Подставим

во все переменные функции, кроме x1, полученную ранее константу γ0.
Функция g примет вид

g(x, γ0, ..., γ0) = µ1x+ γ′ = h(x).

µ1 = a(0) + a(1)ξ + a(2)ξ2 + ..., где a(1) 6= 0,

После возведения в степень k дробь µ1 при разложении в ряд будет вы-
глядеть следующим образом:

µk1 = µp
m

1 = ap
m

(0) + ap
m

(1)ξp
m

+ ap
m

(2)ξ2p
m

+ ...

Заметим что так как apm = a, то µk1 будет принимать вид

µk1 = µp
m

1 = a(0) + a(1)ξp
m

+ a(2)ξ2p
m

+ ...

Подставим теперь полученную выше функцию h(x) и hk(x), которую
мы получим за O(k) операций в сумматор x1 + ...xp+1 следующим обра-
зом:

h(x) + hk(x) + ...+ hk(x) + γ′r = h′(x).

Константу γ′r мы получим по лемме 8 из функции gr(x), подставляя в
gr(x) константу γ0 за O(n+p) операций сложения умножения. Значение r
подберем так, чтобы свободный член на нулевом такте в функции h′(x)
был равен нулю. Для получения самой функции h(x) мы потратим не
более O(n) операций сложения и умножения. При подстановке в сумму
- не более O(p). Таким образом на данном этапе мы потратим не более
O(n+ k + p) операций сложения и умножения.

Выпишем функцию h′(x) в следующем виде:

h′(x) = (a(1)ξ + ξ2µ̂)x+ γ̂, γ̂(0) = 0.

По доказанной ранее лемме 8, мы можем получить функцию g′(x) =
µ̃x+ γ0, µ̃(0) = (a(1))−1 за O(n+ p) операций сложения и умножения.
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Подставим её в h′(x) за O(1) операций сложения и умножения:

h′(g′(x)) = (ξ + ξ2µ′′)x+ γ′′, γ′′(0) = 0.

Обозначим f1(x) = h′(g′(x)). Предположим теперь, что мы уже получили

fτ (x) = (ξτ + ξτ+1µτ )x+ γτ , γτ = ξτγ′τ .

Пусть γτ в моменты времени 0, ..., τ − 1 равна нулю, а в момент вре-
мени τ константа γτ (τ) = c. По лемме 8 получим функцию g−c(x) за
O(n+ p) операций сложения и умножения. Подставим в g−c(x) констан-
ту γ0 и получим константу γ−c такую, что γ−c(0) = −c.

Подставим γ−c в fτ (x) и получим, что в моменты времени 0, ..., τ
функция fτ (γc) равна нулю. Таким образом мы получили функцию τ +
1-эквивалентную константе ноль. Подставив эту константу в функцию
x1 + ...xp+1 на место переменных x3, ..., xp+1 получим функцию τ + 1
эквивалентную сумматору x1 + x2.

Подставим теперь fτ в f1(x). Получим функцию

fτ (f1(x)) = (ξτ+1 + ξτ+2 ˆ̂µ)x+ ˆ̂γ, ˆ̂γ(i) = 0, i ∈ {0, ..., τ − 1}, ˆ̂γ(τ) = d.

По лемме 8 получим функцию gu(x) за O(n+p) операций сложения и
умножения. Значение u найдем в ходе дальнейших вычислений. Подста-
вим в gu(x) константу γ0 и получим константу γu такую, что γu(0) = u.
Сложим теперь fτ (f1(x)) и fτ (γu)) и получим

fτ (f1(x)) + fτ (f1(γ−d)) = fτ+1(x).

fτ+1(x) = (ξτ+1 + ξτ+2 ˆ̂µ)x+ ξτ (d+ c+ u) + γ′′′, γ′′′(i) = 0, i = {0, ..., τ}.
u+ c+ d = 0, следовательно, u = −c− d.

Мы получили сумматор от двух переменных и константу ноль за O(τ(n+
p)) операций сложения и умножения. Отсюда также видно, что на каж-
дом такте мы можем получать константу с произвольным количеством
нулей в начале и произвольным значением u ∈ Ek за O(n+ p) операций
сложения и умножения. Перейдем к получению задержки с нулевым на-
чальным состоянием.

Выпишем

h1(x) = (ξ + ξ2µ′′) + γ′′, γ′′(0) = 0, γ′′ = b1,1ξ + b2,1ξ
2 + ....

Прибавим к функции h1(x) константу γ1,−b1,1 такую, что γ1,−b1,1(0) = 0,
γ1,−b1,1(1) = −b1,1. Данным сложением мы обнулим значение при ξ в
константе γ′′.

h′1(x) = (ξ + ξ2µ′′) + γ′′ + γ1,−b1,1 = (ξ + ξ2µ′′)x+ γ′1, γ
′
1(0) = γ′1(1) = 0.
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Аналогично будем действовать с коэффициентом при степени ξ2 в кон-
станте γ′1. Заметим, что на уничтожение коэффициента при произволь-
ной степени ξ в константе мы потратим O(n + p) операций сложе-
ния и умножения. Теперь обнулим коэффициент в µ′′ при степени ξ2.
Пусть µ′′(0) = a′. Тогда подставим в функцию h2(x) функцию g2(x) =
µ̃2x + γg,2, µ̃2(0) = (a′)−1, полученную за O(n + p) операций сложения и
умножения. Затем сложим функии h2(g2(x)) и h′1(x):

h2(g2(x)) + h′(x) = ξ + ξ3µ3 + γ2,0, γ2,0(0) = γ2,0(1) = 0.

h2(g2(x)) + h′1(x)
3∼ ξx.

Действуя аналогично для остальных итераций, мы получим функцию τ -
эквивалентную задержке с нулевым начальным состоянием за O(τ(n+p))
операций сложения и умножения.

Теперь будем получать умножитель на произвольную константу.
Возьмем полученный ранее по лемме 8 за O(n + p) операций сложения
и умножения умножитель на некоторую константу a(0) и возведем его в
степень k:

(a(0) + ξkµk)x+ γ, γ(0) = 0.

Эта функция может быть получена за O(k) операций сложения и
умножения. Подставим константу γ в задержку и получим константу
γ′. Значения константы γ для тактов 1, 2.... нам необходимо занулить до
момента времени τ . Выпишем константу γ′ в форме ряда:

ξ(γ(1)....) = 0γ(1)... = γ′.

Далее просуммируем:

γ + γ′(p− 1) = 00γ′′(2)...

Таким способом мы можем обнулить все значения γ до такта τ , используя
O(τp) операций сложения и умножения. Данным способом за τ тактов
получим выражение

(a(0) + ξτµτ )x+ ξτγτ ,

которое, в свою очередь, при k ≥ τ будет τ -эквивалентно умножению x
на константу a(0). Если же τ > k, будем выражение ((a0 + ξkµk)x+ γ)k

i

возводить в степень ki, где ki > τ .
Посчитаем теперь итоговое количество операций сложения и умноже-

ния. В леммах 4,5,6,7 нам потребовалось O(p+k+n+τ) операций сложе-
ния и умножения, а также одна операция обратной связи. Для получе-
ния сумматора, задежки и константы ноль мы использовали O(τ(n+ p))
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операций сложения и умножения. Получение умножителя на константу
имеет сложность O(k+n+pτ). Итого, за O((τ+1)(n+p+1)+k+p) опера-
ций сложения и умножения, а также одну операцию обратной связи мы
получили функции τ -эквивалентные базису {x1 + x2, ax, ξx|a ∈ Ek}.

Заключение.
Мы получили оценки на получение A-эквивалентного элементарного

базиса для случаев E2 и Ek. Мы получили куда более скромную оцен-
ку на количество операций, чем для случая K-замыкания над полем
E2 для линейных автоматов, сохраняющих нулевую последовательность,
где оценка являлась экспоненциальной. В следующих работах представ-
ляется интересным получить нижнюю оценку на количество операций
для получения A-эквивалентного элементарного базиса и проверить,
можно ли улучшить верхнюю оценку.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю А.А.
Часовских.
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