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В данной работе рассматриваются объёмные схемы, яв-
ляющиеся укладкой схем функциональных элементов в про-
странстве. Для объёмных схем получена нижняя оценка по-
тенциала — меры мощности, равной количеству элементов
схемы, выдающих единицу на данном входном наборе. Пока-
зано, что для почти всех частичных операторов с n входами и
m выходами сложность реализующей их объёмной схемы по
порядку не меньше, чем m

3√
d

min2/3(m,log2 d)
, где d — размер области

определения.
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1. Введение

Интенсивное развитие науки и вычислительной техники в XX веке по-
родило одну из интереснейших проблем — задачу синтеза схем, вычис-
ляющих булевы функции и операторы. Одной из основных моделей схем
является схема из функциональных элементов (СФЭ). В качестве ха-
рактеристики оптимальности СФЭ можно рассматривать сложность —
количество функциональных элементов, содержащихся в схеме. Таким
образом, под сложностью булевой функции или оператора будем пони-
мать минимальную сложность схемы, реализующую данную функцию
или оператор. В 1956 году Д. Маллер [1] посчитал сложность любой
булевой функции, а в 1965 году О.Б. Лупанов [3] вычислил сложность
почти всех булевых функций в стандартном базисе.

Отметим, что в 1961 году М.Н. Вайнцвайг [2] определил другую меру
сложности СФЭ — мощность. Мощность или активность СФЭ — это мак-
симальное количество элементов схемы, выдающих на выходе единицу,
где максимум берётся по всем входным наборам. О.М. Касим-Заде [6] ис-
следовал мощность в различных базисах и установил порядок функции
Шеннона для произвольного конечного базиса.
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Существенным недостатком модели СФЭ является то, что в ней не
учитываются вполне естественные ограничения на размещение элемен-
тов схемы в плоскости или пространстве, способы их соединения, развод-
ка проводов и т.п. В 1967 году С.С. Кравцов [4] впервые рассмотрел мо-
дель плоских прямоугольных схем, учитывающую данные ограничения.
Им было показано, что порядок функции Шеннона площади плоских
схем, реализующих функции от n переменных, равен 2n. Одновременно
с ним А.Д. Коршунов [5] начал рассматривать два класса схем: схемы
из объёмных функциональных элементов и объёмные схемы из функ-
циональных элементов. Для обоих классов порядок функции Шеннона
также равен 2n.

Интересное обобщение модели клеточных схем — многослойные d-
мерные схемы были рассмотрены Т.Р. Сытдыковым [23, 24]. Если k —
число слоев в d-мерной схеме, то были получены верхняя и нижняя оцен-
ки функцииШеннона сложности прямоугольных многомерных схем рав-
ны Θ

(
2n

min(n,d log k)

)
.

Н.А. Шкаликова в работе [7] одной из первых исследовала связь меж-
ду площадью плоских схем и объёмом трёхмерных схем, реализующих
булевы операторы. О.В. Черемисин [9] показал, что в классе прямоуголь-
ных схем невозможна одновременная минимизация площади и мощности
плоских схем, реализующих систему всех конъюнкций.

Также интересные результаты были получены С.А. Ложкиным и дру-
гими авторами в работе [8]. Ими была получена нижняя оценка сложно-
сти одной специальной булевой функции, причём как для плоской, так
и для объёмной реализации.

Особый интерес представляют работы Г.В. Калачёва [13]–[20], посвя-
щённые плоским схемам. Автор также, как и Г.В. Калачёв, использует
такую меру сложности схемы как потенциал. Он равен среднему значе-
нию количества единиц на всех внутренних узлах схемы. Неформально
говоря, потенциал играет роль средней «энергии» схемы, необходимой
для её функционирования. Кроме того, рассматривается и другая ме-
ра мощности — переключательная мощность — максимальное количе-
ство внутренних узлов схемы, изменяющих своё значение при изменении
входных наборов схемы.

В статье [13] исследованы функции Шеннона потенциала и переклю-
чательной мощности плоских схем, реализующих булевы функции. В
частности, было показано, что для рассматриваемых мер мощности по-
лучен одинаковый порядок функции Шеннона, равный Θ(2n/2).

В работе [14] для почти всех частичных булевых операторов с
областью определения D и m выходами получена нижняя оценка



m
√
|D|√

min(m,log2 |D|)
средней мощности. Отметим, что был применён метод рас-

слоения, непрерывный аналог которого используется в данной статье.
Позднее в статье [15] было показано, что при незначительных огра-

ничениях на область определения оператора существует схема, имеющая
оптимальный порядок мощности, площади и глубины. В частности, для
всюду определённых операторов с n входами и m выходами мощность
равна Θ

(
m
√

2n

min(n,log2m)

)
, а глубина равна Θ (max(n, log2m)).

Для класса монотонных функций также был получен порядок функ-
ции Шеннона для среднего и максимального потенциала. В частности,
в работе [16], функция Шеннона для максимального потенциала равна
Θ
(

2n/2

n1/4

)
, а для среднего потенциала равна Θ

(
2n/2

n3/4

)
.

В статье [17] исследована функцияШеннона максимального потенци-
ала плоских схем, реализующих функции от n переменных с ограничен-
ным числом единиц. В частности, было показано, что если количество
единиц функции ограничено числом N, при условии log2N � n, то по-
рядок функции Шеннона равен Θ(N(n− log2N)).

Также Г.В. Калачёвым в работе [16] были доказаны универсальные
нижние оценки функции Шеннона мощности плоских схем. Кроме того,
найден порядок роста функции Шеннона мощности схем, реализующих
монотонные функции.

Позднее в статье [19] был исследован порядок функции Шеннона по-
тенциала плоских схем, реализующих частичные булевы операторы при
наличии ограничений на количество различных значений, принимаемых
оператором. Было показано, что в классе частичных операторов с m вы-
ходами, областью определения мощности d и областью значения мощно-
сти не более r как средний, так и максимальный потенциал по порядку
равны Θ

((√
d+ m

√
r

log2 r

)√
log2 r

)
.

Очень интересный результат получен в работе [20]. Исследуется связь
между площадью и максимальным потенциалом плоских схем, реализу-
ющих булевы операторы. Показано, что для произвольного булева опера-
тора потенциал не меньше, чем

√
S/4
√

2, где S — площадь минимальной
схемы, реализующей данный оператор.

Плоские автоматные схемы были недавно рассмотрены А.С. Ворот-
никовым [25]. В качестве клеточного элемента здесь рассматривается ав-
томат с не более чем двумя состояниями. А.С. Воротников получил верх-
нюю оценку переключательной мощности реализации периодической по-
следовательности автоматной схемой. В работе приводится схема, реали-
зующая произвольную последовательность длины 2n с переключатель-
ной мощностью не более 2n/2

n .



В качестве альтернативной модели СФЭ рассматриваются контакт-
ные схемы (КС). Сложностью КС считается количество её контактов.
Ю.С. Шуткин [11] ввёл понятие временной сложности КС, являющиеся
некоторым аналогом мощности СФЭ. Им было установлено, что функ-
ция Шеннона сложности моделирования КС для функций от n перемен-
ных равна 2n− 1.

Данная работа посвящена объёмным схемам [21, 22, 26], которые
определяются аналогично плоским схемам, но в трёхмерном простран-
стве. Под объёмной схемой будем понимать укладку схемы из функцио-
нальных элементов в пространстве. Объёмная схема состоит из кубиче-
ских элементов. Каждый кубический элемент реализует булев оператор,
у которого в сумме не более 6 входов и выходов.

В данной работе впервые была получена нижняя оценка потенциала
для частичных булевых операторов. А именно показано, что для почти
всех булевых операторов f : D → {0, 1}m порядок потенциала реали-
зующих их объёмных схем не меньше m

3√
d

min2/3(m,log2 d)
, где d = |D|. Отме-

тим, что для всюду определенных операторов нижняя оценка совпадает
с верхней оценкой, доказанной в работе [22].

Автор выражает особую признательность научному руководителю
д.ф.-м.н. профессору Э.Э. Гасанову за постановку задачи и научное ру-
ководство. Также автор благодарит Г.В. Калачёва за помощь и внимание
к работе.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Кубическим элементом будем называть булев оператор, у которого в
сумме не более шести входов и выходов, причем каждому его входу и
выходу сопоставлена некоторая метка из множества {l, t, r, b, f, a}, при-
чём метки не повторяются.

Метки будем называть сторонами элемента:

• l — левая сторона;

• r — правая сторона;

• t — верхняя сторона;

• b — нижняя сторона;

• f — передняя сторона;

• a — задняя сторона.



Кубический элемент будем изображать в виде единичного куба в про-
странстве. При этом входам и выходам элемента сопоставляются грани
куба в соответствии с присвоенными им метками.

Метки, присвоенные входам (выходам) оператора будем называть
входами (выходами) элемента. Метки, не присвоенные ни входам, ни вы-
ходам, будем называть изоляторами. Входы и выходы элемента будем
называть его контактами.

Если на всех выходах элемента реализуются тождественные функ-
ции, то будем называть элемент коммутационным, иначе — логическим.

Описывать элемент можно уравнениями, которые задают его опера-
тор, заменяя все переменные в них на сопоставленные им метки (l, t, r,
b, f , a). Тогда в левой части каждого уравнения будет стоять выходная
метка, а в правую часть будут входить только входные метки.

Сетью из кубических элементов на множестве M ⊆ Z3 будем на-
зывать отображение K : M → E, где E — множество всех кубических
элементов.

Элемент K(x, y, z) будем называть элементом схемы K c координа-
тами (x, y, z).

Левой, правой, верхней, нижней, передней и задней стороной эле-
мента e с координатами (x, y, z) будем называть точки с координатами
(x − 1

2 , y, z), (x + 1
2 , y, z), (x, y, z + 1

2), (x, y, z − 1
2), (x, y + 1

2 , z), (x, y −
1
2 , z)

соответственно.
Будем говорить, что сетьK из кубических элементов корректна, если

для любых элементов x и y схемы K верно, что если сторона a элемента
x совпадает со стороной b элемента y, то выполнено одно из условий:

• один из элементов x, y — изолирующий,

• стороны a и b являются изоляторами,

• среди них одна является входом, другая выходом, например, a —
выход, а b — вход, в таком случае будем говорить, что выход a
подключен ко входу b.

Введём понятие графа корректной сети из кубических элементов K
(будем обозначать GK). GK — ориентированный граф, вершинами ко-
торого являются входы и выходы элементов схемы. Если выход одного
элемента подключен ко входу другого, то им будет соответствовать од-
на и та же вершина графа (будем говорить, что эта вершина является
выходом первого элемента и входом второго). Из вершины a в вершину
b ведёт ребро в том и только в том случае, когда существует элемент e,
такой, что a является его входом, b — выходом, причём функция, реали-
зуемая на выходе b, существенно зависит от входа a.



Объёмной схемой или схемой из кубических элементов на множе-
стве M ⊆ Z3 будем называть корректную сеть из кубических элементов,
в графе которой нет ориентированных циклов. Множество M будем на-
зывать носителем схемы K.

Длиной схемы K будем называть длину наименьшего прямоуголь-
ного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы K,
обозначается `1(K).

Шириной схемы K будем называть ширину наименьшего прямо-
угольного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы
K, обозначается `2(K).

Высотой схемы K будем называть высоту наименьшего прямоуголь-
ного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы K,
обозначается `3(K).

x1

x2x3 x4

x5

x6

x1x2 x̄4 + x6 x1 + x̄3

x5 x1 ∨ x5 ∨ x6

x1x̄2x3x̄4x5x6

x̄1x2 ∨ x4x̄5x6

x2x3 + x4x5x6

x2x̄6

`1 (K)

`2 (K)

`3 (K)

Рис. 1. Изображение объёмной схемы K.

Длину схемы мы будем смотреть по оси Ox, ширину — по оси Oy, вы-
соту — по оси Oz. На примере, изображенном на рис. 1, у схемы K име-
ется 6 входов, 9 выходов, а характеристики равны: `1 (K) = 5, `2 (K) =
2, `3 (K) = 3.

Если вход (выход) элемента не подключен к выходу (входу) другого
элемента, будем его называть входом (выходом) схемы. Контактами
схемы K будем называть её входы и выходы, и обозначать их (K), (K)
соответственно.

Узлами схемы K будем называть вершины графа GK .
Если M — носитель схемы K, то величину |M |, равную количеству

элементов в множестве M , будем называть объёмом схемы K и обозна-
чать V (K).



Каждой объёмной схеме K можно сопоставить схему их функцио-
нальных элементов (K) следующим образом:

1) каждой функции fs,i, которую реализует i-й выход элемента s объ-
ёмной схемы, сопоставим функциональный элемент es,i, реализую-
щий fs,i; если на i-м и j-м выходе реализуется одна и та же функ-
ция, то им будет соответствовать один и тот же функциональный
элемент;

2) если i-й выход элемента s1 подключен к j-му входу элемента s2, то
соединим выход элемента es1,i с j-ми входами элементов es2,k для
всех k, для которых fs2,k существенно зависит от j-го аргумента.

Будем говорить, что схемаK реализует булев оператор F , если схема
из функциональных элементов (K) реализует F . Через (F ) обозначим
множество всех объёмных схем, реализующих оператор F .

Через V (F ) обозначим объём схемы, реализующей оператор F , и об-
ладающей минимальным объёмом среди всех объёмных схем, реализую-
щих F .

Будем говорить, что объёмные схемы K1 и K2 равны и писать K1 =
K2, если существует параллельный перенос пространства, который поз-
воляет совместить схемы K1 и K2, иначе будем говорить, что они раз-
личны.

Для каждой схемы K зафиксируем некоторую нумерацию её узлов.
На i-м узле реализуется некоторая функция gi от входных переменных
схемы K (на входах схемы считаем, что реализуются тождественные
функции).

Всюду далее символ := будет обозначать «по определению равно».
Также далее будем считать, что схема K имеет n входов, m выходов

и l узлов. Состоянием схемы K на входном наборе x назовём вектор

sK(x) := (g1(x), ..., gl(x)).

Если v = (v1, ..., vq) ∈ {0, 1}q, обозначим |v| := v1 + v2 + ...+ vq.
Потенциалом схемы K на входном наборе x ∈ {0, 1}n назовём вели-

чину uK(x) := |sK(x)|.
Средним потенциалом схемы K на множестве входных наборов D ⊆

{0, 1}n назовём величину

UD(K) :=
1

|D|
∑
x∈D

uK(x).

Через P2(D,m) обозначим множество частичных булевых операторов
f : D → {0, 1}m с m выходами, определённых на множестве D.



Пусть f ∈ P2(D,m). Тогда

U(f) := min
K∈(f)

UD(K).

Если множество (f) пусто, то формально полагаем U(f) =∞.
Максимальным потенциалом схемы K на множестве входных набо-

ров D ⊆ {0, 1}n назовём величину

ÛD(K) := max
x∈D

uK(x).

Пусть f ∈ P2(D,m). Тогда

Û(f) := min
K∈(f)

ÛD(K).

Если (f) пусто, то формально полагаем Û(f) =∞.
Через P2(n,m) обозначим множество всюду определённых булевых

операторов f : {0, 1}n → {0, 1}m с n входами и m выходами.
Введём функцию Шеннона для среднего и максимального потенциа-

ла:
U(n,m) := max

f∈P2(n,m)
U(f).

Û(n,m) := max
f∈P2(n,m)

Û(f).

Теорема 1. Если D ⊆ {0, 1}n, то для некоторой константы C > 0
верно

U(f) ≥ C
m 3
√
|D|

min2/3(m, log2 |D|)
для почти всех операторов f ∈ P2(D,m) при n log2 n = o(|D|), log2m =
o(2n), |D| → ∞.

С учётом верхней оценки, доказанной в работе [22], получаем следу-
ющие следствия.

Следствие 1. Для почти всех f ∈ P2 (n,m), при n→∞, log2m = o(2n)
верно равенство:

U(f) = Θ

(
m · 2n/3

min2/3(m,n)

)
.

Следствие 2. Пусть n → ∞, log2m = o(2n). Тогда верно асимптоти-
ческое равенство:

U(n,m) � Û(n,m) = Θ

(
m · 2n/3

min2/3(m,n)

)
.



3. Доказательство основной теоремы

3.1. Метод расслоения

Для доказательства основной теоремы воспользуемся некоторыми опре-
делениями, введёнными ранее в работах Г.В. Калачёва [13], [14].

Пусть M — подсхема схемы K. Входы и выходы схемы M , не являю-
щиеся входами и выходами схемы K, назовём граничными контактами
подсхемы M относительно схемы K. Множество граничных контактов
обозначим (M |K).

Через (M |K) обозначим множество входов M , которые лежат в раз-
резе (M |K) (такие входы будем называть граничными), то есть

(M |K) = (M) ∩ (M |K) = (M) \ (K).

Через (MK) обозначим множество выходов M , которые являются
выходами K, то есть

(MK) = (M) ∩ (K).

Идея метода расслоения состоит в том, чтобы считать потенциал схе-
мы по слоям. В работах [13], [14] выделяется множество подсхем такое,
чтобы их контакты, не являющиеся контактами всей схемы, не пересе-
кались, а оценивается снизу сумма потенциалов на контактах каждой
подсхемы. В доказательстве нижней оценки для частичных операторов
такой подход приводит к существенным техническим трудностям, свя-
занным с тем, что при построении расслоения характеристики подсхем
изменяются дискретно, что сильно осложняет точные оценки и ведёт к
необходимости некоторых огрублений. В частности, в работе [13] из-за
этого возникает дополнительный случай logm �

√
|D|, рассмотрение

которого занимает несколько страниц.
В данной работе предлагается модифицированный подход, позволяю-

щий строить «непрерывное» расслоение. Он основан на геометрическом
представлении схемы в пространстве таким образом, что элементы рас-
положены в узлах целочисленной решётки, а провода — отрезки, соеди-
няющие соседние вершины. При этом если провод активен, то энергия
выделяется равномерно по всей его длине. Вместо того чтобы рассмат-
ривать расслоение, в котором границей является множество проводов
(контактов подсхемы), мы будем рассматривать пересечение бесконеч-
ного семейства слоёв с проводами схемы. Вместо суммирования мы бу-
дем интегрировать по элементам расслоения таким образом, чтобы по-
тенциал каждого провода получался как интеграл по множеству слоёв,
пересекающих этот провод.

Такой подход требует некоторого количества дополнительных подго-
товительных определений, но зато доказательство основного результата



будет более прозрачным и не потребует рассмотрения дополнительных
случаев ограничений на параметры m, n и |D|. Итак, перейдём к фор-
мальным определениям.

Расслоением назовём такое произвольное множество Ω подмножеств
R3, что границы различных элементов Ω не пересекаются. Границы эле-
ментов расслоения назовём слоями.

Если зафиксируем некоторое ребро w целочисленной решётки в R3,
то для любого элемента расслоения R ∈ Ω можно определить функцию

Iw(R) =

{
1, если ∂R ∩ w 6= ∅,
0, если ∂R ∩ w = ∅.

(1)

Проводом схемы K будем называть отрезок, соединяющий центры
соседних элементов, если его середина — узел схемы K. Множество про-
водов схемы K обозначим через W (K). Все провода являются рёбрами
целочисленной решётки Z3. Далее нам будет удобно отождествлять узлы
и соответствующие провода. В частности, разрез (M |K) мы также будем
понимать, как множество проводов в разрезе.

Для объёмной схемы K и множества R ⊆ R3 через K(R) обозначим
подсхему, состоящую из тех элементов схемы K, центры которых попали
в R. Через UD(α) обозначим средний потенциал в узле α схемы K:

UD(α) =
1

|D|
∑
x∈D

gα(x).

Если X — множество узлов схемы K, то определим UD(X):

UD(X) =
∑
α∈X

UD(α).

В частности, если M — подсхема схемы K, то UD(M |K) — средний по-
тенциал на граничных контактах подсхемы M , а UD((M |K)) — средний
потенциал на граничных входах подсхемы M .

Лемма 1. Рассмотрим на множестве слоёв Ω такую σ-алгебру A, что
функции Iw(R) измеримы для каждого w. Пусть на измеримом про-
странстве (Ω,A) введена такая мера µ, что для любого ребра w цело-
численной решётки Z3 верно условие:∫

Ω

Iw(R) dµ(R) ≤ C, (2)

где C > 0 — некоторая константа. Тогда функция UD(K(R)|K) также
измерима и верно следующее неравенство:

UD(K) ≥ 1

C

∫
Ω

UD(K(R)|K) dµ(R). (3)



Доказательство. Заметим, что разрез (K(R)|K) состоит в точности из
тех проводов схемы K, которые пересекаются со слоем ∂R. Поэтому

UD(K(R)|K) =
∑

α∈W (K)

Iα(R)UD(α,K).

Интегрируя по множеству слоёв и используя (2), получим

1

C

∫
Ω

UD(K(R)|K) dµ(R) =
∑

α∈W (K)

UD(α,K)
1

C

∫
Ω

Iα(R) dµ(R) ≤

≤
∑

α∈W (K)

UD(α,K) = UD(K).

3.2. Идея и схема доказательства

Нижнюю оценку будем доказывать следующим образом. Пусть есть
класс B операторов, причём для каждого оператора f ∈ B и любой схе-
мы K, реализующей оператор f есть нижние оценки для потенциала на
границе любой подсхемы, удовлетворяющей определённым ограничени-
ям. Тогда будем строить непрерывное расслоение R = R(K) такое, что
для всех R ∈ R подсхемы K(R) удовлетворяют этим ограничениям, и
затем интегрировать оценку потенциала на границе (K(R)|K) по слоям,
чтобы получить оценку для всей схемы K по формуле (3).

На рис. 2 изображена схема доказательства. Леммы 1–2 посвящены
методу расслоения. В лемме 1 получено общее неравенство на потенциал
с использованием расслоения, удовлетворяющего некоторым условиям.
В лемме 2 получено свойство конкретного расслоения R, а в лемме 3
проверено, что расслоение R удовлетворяет условию леммы 1.

Геометрическим оценкам посвящены леммы 4–12. Вводим вспомога-
тельную величину uI(t), через которую будем оценивать снизу потенциал
схемы K. Для этого нам потребуется оценка из леммы 10: uI(t) ≥ 1

32
s2I(t)

vI(t) .
Но напрямую получить искомую оценку не получается, поэтому вводим
величину GI(t), зависящую от длины остовного дерева некоторого взве-
шенного графа. Оценив GI(t) в леммах 5 и 9, получаем результат лем-
мы 10.

Основное доказательство состоит из лемм 13–18, леммы 19 и теоре-
мы 1. В леммах 13–18 рассматриваются классы операторов L0(D,m) и
L1(D,m), такие, что для любого оператора B из L0(D,m) или L1(D,m)
существует реализующая их объёмная схема K и её подсхема K0, что
на границе подсхемы K0 имеются ограничения на потенциал. Показы-
вается, что |L0(D,m)| = o(2md) и |L1(D,m)| = o(2md). Таким образом,



Метод расслоения.

Используется во всех леммах
второго блока

Построение конкретного
расслоенияR.

Лемма 2. Свойства
расслоенияR.

Геометрические оценки.

Вспомогательные
величины uI(t), GI(t).

GI(t) ≥ 1
96
s2I(t)

vI(t) .

uI(t) ≥ 1
32
s2I(t)

vI(t) .

Основное доказательство.

1) uI(t) ≥ p(RI(t)); 2) uI(t) ≥ 2mI t
1/3

l2/3
.

U(f) ≥ C m 3
√
|D|

min2/3(m,log2 |D|)

Рис. 2. Схема доказательства нижней оценки.

для почти всех операторов на любом разрезе имеются нижние оценки
на потенциал, которые определенным образом суммируются (интегри-
руются). В лемме 19 и теореме 1 собираются все предыдущие оценки и
получается итоговый результат.

Теорема 1.Леммы 13 – 18. Определения 
и свойства классов операторов 
L0(D, m) и L1(D, m).

Лемма 19. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:

Лемма 10. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:

Лемма 9. Для любого
t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:

Лемма 5. Для любого
t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:
uI (t) ≥ 3GI (t).

Лемма 7. Для любого 
многогранника верно:
S ≥ 6V 2/3.

Лемма 3. Расслоение R удо- 
влетворяет условию леммы
1.

Лемма 1. Неравенство на 
потенциал UD(K) в общем 
случае.



3.3. Построение непрерывного расслоения R

Рассмотрим произвольную объёмную схему K, имеющую n входов и m
выходов. Далее в разделах 3.3 и 3.4 будем считать схему K фиксирован-
ной. Пусть в схеме имеется s элементов, к которым подключены выходы
схемы, занумеруем их от 1 до s. Центры этих элементов обозначим через
c1, . . . , cs. Для удобства для любого q ∈ N положим [q] = {1, 2, . . . , q}.
Через mi обозначим число выходов элемента с центром ci, i = 1, . . . , s.
Для произвольного I ⊆ 2[s] положим mI =

∑
i∈I

mi.

Формальное построение расслоения немного громоздкое, но оно имеет
достаточно естественную физическую интерпретацию. Опишем нефор-
мально эту интерпретацию. Допустим, что точка ci является источни-
ком жидкости с интенсивностью mi. В момент t = 0 в пространстве нет
жидкости. Начиная с момента t = 0 в каждую точку ci, i = 1, . . . , s,
начинает подаваться жидкость со скоростью mi, при этом каждая точ-
ка изначально окружена абсолютно эластичной плёнкой, ограничиваю-
щей жидкость. При подаче жидкости плёнка расширяется равномерно
по всей поверхности, то есть скорость её расширения перпендикулярно
поверхности одинаковая во всех точках поверхности. В момент, когда
две плёнки касаются друг друга, они сливаются и начинают образовы-
вать одну единую компоненту связности, которая дальше расширяется
равномерно по всей поверхности объединения. Важным свойством этого
процесса является то, что по построению в момент времени t объём ком-
поненты связности RI(t), содержащей внутри источники ci, i ∈ I, равен
в точности mI · t. Это свойство является ключевым для доказательства
основной теоремы.

Поскольку компоненты, расширяясь, иногда объединяются, в конеч-
ном итоге они сливаются в одну компоненту, поэтому множество элемен-
тов расслоения можно представлять в виде дерева, изображённого ниже
на рисунке 3. С целью выполнить условие (2) леммы 1, меру на рассло-
ении вводим таким образом, чтобы её плотность в каждой точке была
пропорциональна скорости расширения компоненты связности расслое-
ния, соответствующей этой точке, перпендикулярно поверхности.

На протяжении всего доказательства будем использовать метрику
Чебышева `∞, где расстояние определяется как ‖~x−~y‖∞ = max

i=1,2,3
|xi−yi|

в R3. Через B(x, r) будем обозначать шар с центром x ∈ R3 и радиусом
r ≥ 0, то есть B(x, r) = {y ∈ R3 | ‖x− y‖∞ ≤ r}.

Для множеств A1, A2 ⊆ R3 определим оператор сложения множеств
A1 + A2 = {x + y | x ∈ A1, y ∈ A2}. Введём A + r := A + B(0, r), A ∈
R3, r ∈ R+.



По индукции будем строить множества I(t) ⊆ 2[s], RI(t) ⊆ R3, t ≥
0, I ∈ I(t), последовательно определяя возрастающую последователь-
ность 0 = t0 < t1 < . . . < tq−1 < tq = ∞, на i-м шаге определяя число
ti+1 > ti и упомянутые множества при t ∈ [ti, ti+1).

0 t0 t1 t2 t3 . . . tn tn+1 t

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

..
.

Rs−2

Rs−1

Rs

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

R1,2

R1,2,3

R6,7

Rs,s−1,s−2

RJk

RJ2

RJ1

Рис. 3. Построение множеств RI(t).

База индукции. Положим

t0 = 0; I(0) = {{1}, {2}, . . . , {s}}; R{i}(0) = {ci} при i ∈ [s].

Переход индукции. Пусть t0 = 0, t1, . . . , ti образуют строго возраста-
ющую последовательность, и для всех t ∈ [0, ti] определены множества
I(t) ⊆ 2[s]. Пусть также для всех j < i, t ≥ tj , I ∈ I(tj) определено
множество RI(t) ⊆ R3.

На шаге индукции нам необходимо определить момент ti+1 > ti,
множества I(t) при t ∈ (ti, ti+1), а также множества RI(t) для всех
I ∈ I(ti) \ I(ti−1), t ≥ ti. В случае, если ti+1 < ∞, требуется также
определить I(ti+1).

• Рассмотрим I ∈ I(ti). Если i > 0 и I ∈ I(ti−1), то RI(t) при
t ≥ ti > ti−1 определено по предположению индукции. Иначе RI(ti)



было получено операцией объединения в момент ti, либо ti = 0. По-
скольку для любого I ∈ I(ti) выполнено V (RI(ti)) = miti, и функ-
ция V (RI(ti) + r) строго возрастает по r, то для t ≥ ti, существует
единственное r такое, что V (RI(ti) + r) = mIt; обозначим его через
rI(t). Определим RI(t) = RI(ti) + rI(t) при t ≥ ti. Отметим, что
V (RI(t)) = mIt выполнено по определению rI(t).

Если |I(ti)| = 1, то положим ti+1 =∞. Иначе определим

ti+1 = min
{
t ≥ ti | ∃I, J ∈ I(ti) : I 6= J и RI(t) ∩RJ(t) 6= ∅

}
.

Для t ∈ (ti, ti+1) положим I(t) = I(ti).

• Если ti+1 =∞, то завершим построение. Иначе, пусть t = ti+1.

Заметим, что существуют такие q ≥ 1 групп индексов
Ij1 , I

j
2 , . . . , I

j
kj
∈ I(ti), j ∈ [q], что множестваR

Ij1
(t), R

Ij2
(t), . . . , R

Ijkj
(t)

попарно не имеют общих точек при t < ti+1, а при t = ti+1 образуют
одну компоненту связности. Положим

J j = Ij1 ∪ I
j
2 ∪ . . . ∪ I

j
kj
, RJj (t) = RI1(t) ∪ . . . ∪R

Ijkj
(t), j ∈ [q]

В таком случае будем говорить, что множество RJj (t) получено из
множеств R

Ij1
(t), . . . , R

Ijkj
(t) операцией объединения. Также опреде-

лим

I(ti+1) := (I(ti) \
q⋃
j=1

{Ij1 , I
j
2 , . . . , I

j
kj
}) ∪ {J1, . . . , Jq}.

В качестве расслоения будем рассматривать R = {RI(t) | t ≥ 0, I ∈ I(t)}.
В доказательстве будем также использовать несколько дополнитель-

ных обозначений. Нетрудно видеть, что множество RI(t) является много-
гранником, поэтому его объём и площадь поверхности определены. Через
vI(t) будем обозначать объём множества RI(t), а через sI(t) — площадь
поверхности RI(t).

Обозначим I =
⋃
t≥0

I(t). Для фиксированного I ∈ I введём числа

aI = min
{
t ≥ 0 | I ∈ I(t)

}
, bI = sup

{
t ≥ 0 | I ∈ I(t)

}
(если I = {1, . . . , s}, то bI =∞, иначе bI конечно). Заметим, что I ∈ I(t)
тогда и только тогда, когда t ∈ [aI , bI).

Нам также понадобится объединение множеств R(t) =
⋃

I∈I(t)

RI(t).

Введём подсхемы MI(t) = K(RI(t)), и M(t) = K(R(t)).
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Рис. 4. Построение M(t).

Опишем процесс построения подсхемы M(t) на примере плоской
схемы (на рис. 4 центры обозначены точками, выходы — стрелками).
Сплошные серые линии — это границы элементов, пересечения пунк-
тирных линий — это центры элементов. Отрезки пунктирных линий,
соединяющие центры соседних элементов, — это провода схемы. Сплош-
ными линиями обозначены границы некоторых множеств 1–6 из R(t0)
при некотором t0 > 0; элементы 1–6 принадлежат подсхеме M(t0). Бо-
лее светлыми сплошными линиями обозначены границы некоторых мно-
жеств 7–8 из R(t1) при некотором t1 > t0; элементы 7–8 принадлежат
подсхеме M(t1), но не входят в подсхему M(t0), то есть те элементы, ко-
торые добавляются вM(t) при t = t1 по сравнению с t = t0. Аналогично,
самыми светлыми сплошными линиями обозначены границы некоторых
множеств 9–15 из R(t2) при некотором t2 > t1; элементы 9–15 принадле-
жат подсхеме M(t2), но не входят в подсхему M(t1).

Пусть A ∈ R3. Через `1(A), `2(A), `3(A) обозначим соответственно
длину, ширину и высоту стягивающего прямоугольного параллелепипе-
да для множества A,

p(A) :=

3∑
i=1

`i(A).



Построим меру ρ для расслоения R, которое можно представить в ви-
де дерева (см. рис. 3). Рёбра дерева индексируются элементами множе-
ства I. Положим RI =

{
RI(t) | t ∈ [aI , bI)

}
, это множество соответствует

ребру в дереве R с индексом I. Легко видеть, что R =
⊔
I∈I

RI . Поскольку

множество RI является образом промежутка [aI , bI), на нём определена
мера Лебега-Стилтьеса ρI с функцией распределения pI(t) = p(RI(t)),
t ∈ [aI , bI). В частности,

ρI({RI(t) | t ∈ [x, y)}) = p(RI(y))− p(RI(x)), aI ≤ x < y ≤ bI .

Поскольку функция pI строго возрастает, то мера ρI положительная.
Кроме того, поскольку pI непрерывна, то мера любого конечного под-
множества RI равна нулю. Меру ρ на множестве R введём так, чтобы
она совпадала с ρI на подмножестве RI для всех I ∈ I. А именно, если
X ⊆ R и для всех I ∈ I множество X ∩RI измеримо относительно меры
ρI , то X измеримо относительно ρ и

ρ(X) =
∑
I∈I

ρI(X ∩RI).

Сформулируем в виде леммы некоторые дополнительные свойства
построенного расслоения R. Пусть B(x, r) — шар с центром x ∈ R3 и
радиусом r ≥ 0, то есть B(x, r) = {y ∈ R3 | ‖x− y‖∞ ≤ r}.

Лемма 2. Для любого t > 0 выполнено:

1) [s] =
⊔

I∈I(t)

I, т.е. I(t) задаёт некоторое разбиение множества [s].

2) Существуют числа ri(t), i = 1, ..., s такие, что для всех I ∈ I(t)
множество RI(t) является объединением шаров

RI(t) =
⋃
i∈I

B(ci, ri(t)).

3) Шары B(ci, ri(t)) для различных i не вложены друг в друга, т.е.

‖ci − cj‖∞ + ri(t)− rj(t) > 0 при i, j ∈ [s], i 6= j.

Кроме того, если aI ≤ x ≤ y ≤ bI , то для всех i ∈ I выполнено

p(RI(y))− p(RI(x)) = 6(ri(y)− ri(x)).

Доказательство. Упорядочим элементы множества {aI | ∃ I ∈ I} по
возрастанию и обозначим их t0 = 0, t1, t2, . . . , tq. Докажем свойства 1)–3)
индукцией по i, t ∈ [ti, ti+1).

База индукции. Пусть t ∈ [0, t1).



1) Так как I(t) = {{1}, {2}, . . . , {s}}, то элементы I(t) не пересекают-
ся, и ⊔

I∈I(t)

I =

s⊔
i=1

{i} = [s].

2) Каждое множество R{i}(t) = B(ci, r{i}(t)), i ∈ [s], положим в этом
случае ri(t) = r{i}(t).

3) Заметим, что условие ‖ci − cj‖∞ + ri(t) − rj(t) > 0 означает,
что расстояние между центрами шаров больше разности радиусов
rj(t)− ri(t), что эквивалентно тому, что B(ci, ri(t)) 6⊆ B(cj , rj(t)).

В данном случае, так как все шары B(ci, ri(t)) не пересекаются, то
они не вложены друг в друга.

Переход индукции.Пусть t ∈ [ti, ti+1). Заметим, что по построению
тогда существует q ≥ 1 таких групп индексов Ij1 , I

j
2 , . . . , I

j
kj
∈ I(ti), j ∈ [q],

что множество R
Ij1∪I

j
2∪...∪I

j
kj

(ti) получено из множеств R
Ij1

(ti), RIj2 (ti), . . .,

R
Ijkj

(ti) операцией объединения. Обозначим J j = Ij1∪I
j
2∪ . . .∪I

j
kj
, j ∈ [q].

1) Тогда I(t) = I(ti−1) \
⋃q
j=1{I

j
1 , I

j
2 , . . . , I

j
kj
} ∪ {J1, . . . , Jq}. По пред-

положению индукции верно⊔
I∈I(ti−1)

I = [s].

Учитывая определение J j , получаем

⋃
I∈I(t)

I =
⋃

I∈I(ti−1)

I \
( q⋃
j=1

kj⋃
l=1

Ijl

)
∪
( q⋃
j=1

J j
)

= [s].

Покажем, что ∀A,B ∈ I(ti) верноA∩B = ∅. ЕслиA 6= J j , B 6= J j , то
A,B ∈ I(ti−1), значит по предположению индукции верноA∩B = ∅.
Пусть без ограничения общности B = J j . Тогда по предположению
индукции A ∩ Ijz = ∅, z ∈ [kj ], а значит A ∩ J j = ∅.

2) Для всех j ∈ [q] верно

RJj (ti) =

kj⋃
z=1

R
Ijz

(ti) =

kj⋃
z=1

⋃
q∈Ijz

B(cq, rq(ti)) =
⋃
z∈Jj

B(cz, rz(ti)).



При t ∈ (ti, ti+1) получаем

RJj (t) = RJj (ti) + rJj (t) =
⋃
z∈Jj

B(cz, rz(ti) + rJj (t)), j ∈ [q].

Если I ∈ I(t), aI 6= ti, то выполняется равенство

RI(t) = RI(aI) + rI(t) =
⋃
j∈I

B(cj , rj(aI) + rI(t)) при t ∈ [aI , bI ].

3) Если i ∈ I, j ∈ J, I 6= J , то шары B(ci, ri(t)) и B(cj , rj(t)) не пересе-
каются, а значит и не вложены друг в друга.

Рассмотрим случай i, j ∈ I. Так как RI(t) =
⋃
q∈I

B(cq, rq(aI) + rI(t))

при t ∈ [aI , bI ], то

ri(t) = ri(aI) + rI(t), rj(t) = rj(aI) + rI(t), t ∈ [aI , bI ].

Так как по предположению индукции верно

‖ci − cj‖∞ + ri(aI)− rj(aI) > 0,

То имеем при t ∈ [aI , bI ]

‖ci−cj‖∞+ri(t)−rj(t) = ‖ci−cj‖∞+ri(aI)+rI(t)−rj(aI)−rI(t) > 0.

Докажем последний пункт леммы 2. По определению RI и ri выполнено

RI(x) = RI(aI) + rI(x), RI(y) = RI(aI) + rI(y),

ri(x) = ri(aI) + rI(x), ri(y) = rj(aI) + rI(y).

Поскольку при расширении множества A на r, его проекция на каждое
направление увеличивается на 2r, то

`q(A+ r) = `q(A) + 2r, q = 1, 2, 3.

Таким образом, имеем

p(RI(y))− p(RI(x)) =
3∑
q=1

(`q(RI(aI) + rI(y))− `q(RI(aI) + rI(x))) =

= 6(rI(y)− rI(x)) = 6(ri(y)− ri(x)).



С учётом последнего пункта леммы 2, для x, y ∈ [aI , bI ] можно опре-
делить величину ∆rI(x, y) такую, что

ri(y)− ri(x) = ∆rI(x, y) для всех i ∈ I. (4)

Покажем, что мера ρ удовлетворяет неравенству (2), а именно верно
следующее утверждение:

Лемма 3. Пусть R — расслоение на множестве R3. Тогда для любого
ребра w целочисленной решетки Z3 верно неравенство:∫

R

Iw(R) dρ(R) ≤ 6. (5)

Доказательство. Зафиксируем ребро w. Пусть A ∈ R3. Обозначим λ(A)
длину w∩A. Тогда на множестве RI можно определить меру λI с функ-
цией распределения λ(RI(t)).

w

t = x

t = y

RI

wI

Рис. 5. Свойство расслоения R.

Докажем, что если aI ≤ x < y < bI , Iw(RI(x)) = Iw(RI(y)) = 1 (см.
рис. 5), то верно

p(RI(y))− p(RI(x)) ≤ 6 (λ(RI(y))− λ(RI(x))) . (6)

Заметим, что

p(RI(y))− p(RI(x)) =

3∑
i=1

(`i(RI(y))− `i(RI(x))) = 6(rI(y)− rI(x)) ≤

≤ 6 (λ(RI(y))− λ(RI(x))) .



Обозначим wI ту часть отрезка w, что пересекается со слоем ∂RI(t), t ∈
[aI , bI). Отметим, что при I 6= J ∈ I, верно wI ∩ wJ = ∅, так как слои в
расслоении R не пересекаются. В таком случае, в силу неравенства (6)
имеем

∫
RI

Iw(R) dρ(R) =

bI∫
aI

Iw(RI(t)) dp(RI(t)) ≤

≤ 6

bI∫
aI

Iw(RI(t)) dλ(RI(t)) = 6|wI |.

Таким образом, имеем∫
R

Iw(R) dρ(R) =
∑
I∈I

∫
RI

Iw(R) dρ(R) ≤
∑
I∈I

6|wI | ≤ 6|w| = 6.

Таким образом, по лемме 1 для данной меры p и данного расслоения
R имеет место неравенство, полученное из неравенства (3):

UD(K) ≥ 1

6

∫
R

UD(M |K) dρ(R). (7)

3.4. Геометрические оценки

Для множества I ⊆ {1, . . . , s} рассмотрим полный взвешенный граф с
вершинами в точках ci, i ∈ I, где вес ребра {ci, cj} равен w({ci, cj}) =
‖ci − cj‖∞, то есть расстоянию между точками ci и cj (напомним, что ci
— центр i-го выходного элемента схемы). Пусть T — некоторое остовное
дерево этого графа с множеством рёбер E(T ). Через w(T ) обозначим
сумму весов его рёбер. Введём также величину GTI (t):

GTI (t) = w(T ) +
∑
i∈I

(2− degT (ci))ri(t),

где degT (c) — степень вершины c в дереве T . В основном нас будет ин-
тересовать величина GI(t) = min

T
GTI (t), где минимум берётся по всем

остовным деревьям T . Из (4) для всех I ∈ I(t) следует, что

GTI (t) = GTI (aI) + ∆rI(aI , t)
∑
i∈I

(2− degT (ci)) = GTI (aI) + 2∆rI(aI , t),



поскольку сумма степеней вершин в дереве с |I| вершинами равна 2|I|−2.
Значит для фиксированного I ∈ I можно выбрать дерево TI , на котором
будет достигаться минимум при всех t ∈ [aI , bI), причём

GI(t) = GI(aI) + 2∆rI(aI , t) при t ∈ [aI , bI). (8)

Для каждого I ∈ I и t ∈ [aI , bI ] определим величину uI(t):

uI(t) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,t)∫
aJ

max
(mJ

l
, 1
)
d(p(RJ(t))). (9)

Нам понадобятся следующие свойства величины uI(t), следующие
непосредственно из определений.

Лемма 4. Для любого t ≥ 0 и I ∈ I(t) верно:

1) uI(0) = 0 для всех I ∈ I(0).

2) Если t = aI > 0, то множество RI(t) получено операцией объеди-
нения из некоторых множеств RJ1(t), RJ2(t), . . . , RJk(t) в момент
времени t, в этом случае uI(t) = uJ1(t) + uJ2(t) + . . .+ uJk(t).

3) Если t ∈ [aI , bI ], то

uI(t) = uI(aI) +

t∫
aI

max
(mI

l
, 1
)
d(p(RI(t))).

Доказательство. Обозначим αJ = max(mJ
l , 1), pJ = p(RJ(t)) для крат-

кости. По определению uI имеем:

1) uI(0) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,0)∫
0

αJ dpJ(t) = 0.

2) Так как I = J1 ∪ J2 ∪ . . . ∪ Jk, то при t = aI

uI(t) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,t)∫
aJ

αJ dpJ(t) =

=

min(bI ,t)∫
aI

αI dpI(t)

︸ ︷︷ ︸
=0

+

k∑
i=1

∑
J∈I:J⊆Ji

min(bJ ,t)∫
aJ

αJ dpJ(t)

︸ ︷︷ ︸
=uJi (t)

=

k∑
i=1

uJi(t).



3) Пусть t ∈ [aI , bI ]. По пункту 1 леммы 2 элементы I(t′) не пересека-
ются при t′ ≥ 0, значит bJ ≤ aI ≤ t для всех J ( I, поэтому

uI(t) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,t)∫
aJ

αJ dpJ(t) =

=
∑

J∈I:J(I

min(bJ ,aI)∫
aJ

αJ dpJ(t) +

min(bI ,t)∫
aI

αI dpI(t) =

= uI(aI) +

t∫
aI

αI dpI(t).

Заметим, что поскольку интегрируется константа, то

uI(t) = uI(aI) + max
(mI

l
, 1
)

(p(RI(t))− p(RI(aI))). (10)

С учётом леммы 2, для всех i ∈ I выполнено

uI(t) = uI(aI) + 6 max
(mI

l
, 1
)

(ri(t)− ri(aI)). (11)

Используя (4), это можно переписать также в виде

uI(t) = uI(aI) + 6 max
(mI

l
, 1
)

∆rI(aI , t). (12)

Лемма 5. Для любого t ≥ 0 и I ∈ I(t) верна оценка:

uI(t) ≥ 3GI(t).

Доказательство. Будем строить рассуждения индукцией по мощности
множества I.

База индукции: |I| = 1 (множество RI(t) состоит из одного шара).
Тогда I = {i} для некоторого i ∈ [s] и I ∈ I(0), значит aI = 0. Тогда из
(11) получим:

uI(t) = uI(0) + 6 max
(mI

l
, 1
)

(ri(t)− ri(0)) ≥ 6ri(t).

Поскольку в дереве TI всего одна вершина ci, поэтому w(TI) = 0, deg ci =
0, значит

GI(t) = TI + (2− degTI (ci))ri(t) = 2ri(t) ≤
1

3
uI(t).



Шаг индукции: |I| > 1. Предположим, что условие леммы выпол-
нено для всех J ∈ I мощности |J | < |I|. Поскольку I фиксировано, для
краткости обозначим a = aI .

Сначала покажем, что uI(a) ≥ GI(a). Поскольку |I| > 1, то I 6∈ I(0),
значит a = aI > 0, то есть a — момент объединения. Без ограничения
общности считаем, что RI(a) = RI1(a)∪RI2(a) (см. рис. 6), иначе проде-
лаем операцию несколько раз, последовательно добавляя элементы.

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

r1 − r2
r7 − r2

r2 − r6
r3 − r2

r4 − r3
r5 − r3

2r6

c8 c9

c10

c11

c12

c13r9 − r8 r13 − r9

r12 − r9

r10 − r9

r11 − r10

2r8

RI1 RI2

Рис. 6. Операция объединения.

По лемме 2 множества RI1(a), RI2(a) представляются в виде объеди-
нения шаров:

RI1(a) =
⋃
i∈I1

B(ci, ri(a)), RI2(t) =
⋃
i∈I2

B(ci, ri(a)).

Отметим, что если множества RI1(a) и RI2(a) коснулись в точке, кото-
рая принадлежит шарам B(cj1 , rj1(a)) и B(cj2 , rj2(a)), то w({cj1 , cj2}) =
‖cj1 − cj2‖∞ = rj1(a) + rj2(a). Рассмотрим дерево T , полученное соеди-
нением деревьев TI1 и TI2 ребром {cj1 , cj2}. Формально, дерево T яв-
ляется графом с множеством вершин {ci | i ∈ I} и множеством рёбер
E(T ) = E(TI1) ∪ E(TI2) ∪ {{cj1 , cj2}}.

Покажем, что GTI (a) = GI1(a) + GI2(a). Заметим, что степени всех
в дереве T , кроме cj1 и cj2 , совпадают со степенями соответствующих
вершин в деревьях TI1 и TI2 , а degT (cjk) = degTIk

(cjk) + 1 при k = 1, 2.

GTI (t)−GI1(t)−GI2(t) = w(T )− w(TI1)− w(TI2)+

+
2∑

k=1

∑
i∈Ik

(degTIk
(ci)− degT (ci))ri(t) = w({cj1 , cj2})−

2∑
k=1

rjk(t) = 0.



Поскольку |I1| ≤ |I| − 1, |I2| ≤ |I| − 1 и a = bI1 = bI2 , то по предполо-
жению индукции имеем:

uI1(a) ≥ 3GI1(a), uI2(a) ≥ 3GI2(a).

Таким образом, получаем оценку:

uI(a) = uI1(a) + uI2(a) ≥ 3GI1(a) + 3GI2(a) = 3GTI (a) ≥ 3GI(a). (13)

Пусть t ∈ [aI , bI ], тогда, применяя (12), затем (13) и (8), получим:

uI(t) = uI(aI) + 6 max
(mI

l
, 1
)

∆rI(aI , t) ≥

≥ uI(aI) + 6∆rI(aI , t) ≥ 3(GI(aI) + 2∆rI(aI , t)) = 3GI(t),

что и требовалось.

Лемма 6. Для любого измеримого ограниченного множества A выпол-
нено

p(A) ≥ 3(V (A))1/3.

Доказательство. Пусть P — стягивающий параллелепипед для множе-
ства A. Тогда по определению p и по неравенству средних выполнено

p(A) =

3∑
i=1

`i(A) ≥ 3 3
√
`1(RI) · `2(RI) · `3(RI) = 3 3

√
V (P ).

Поскольку A ⊆ P , то V (A) ≤ V (P ), отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 7 (Изопериметрическое неравенство). Для любого многогранни-
ка A ⊆ R3 с гранями, параллельными координатным плоскостям, верна
следующая оценка:

S ≥ 6 · V 2/3,

где S — площадь поверхности множества A, V — объём A.

Доказательство.
Искомую оценку получим, используя аналогичный результат в плос-

кости и интегрируя его по слоям (см. рис. 7). Обозначим w(x), x ∈ [0;h]
длину границы слоя (x — параметр, указывающий высоту слоя), s(x) —
площадь слоя. Также обозначим smax = max

x∈[0;h]
s(x). Тогда площадь го-

ризонтальных граней множества A не меньше 2smax. Выражая площадь
вертикальных граней и объём множества A через интеграл, получим:

S ≥
h∫

0

w(x)dx+ 2smax, V =

h∫
0

s(x)dx.



Интегрирование по слоям от 0 до h

RI(t0)

Рис. 7. Оценка площади боковой поверхности через объём.

Существует аналог искомого утверждения для плоского случая, который
был показан в работе [14, стр.20, лемма 11]:

w(x) ≥ 4
√
s(x).

Используя данное неравенство и неравенство средних, получаем:

S ≥
h∫

0

w(x)dx+ 2smax ≥
h∫

0

4
√
s(x)dx+ 2smax =

= 2

 h∫
0

√
s(x)dx+

h∫
0

√
s(x)dx+ smax

 ≥
≥ 6

3

√√√√√ h∫
0

√
s(x)dx

2

· smax = 6
3

√√√√√ h∫
0

√
s(x) · smaxdx

2

≥

≥ 6
3

√√√√√ h∫
0

s(x)dx

2

= 6V 2/3.

По лемме 2 множество RI(t) является объединением шаров в мет-
рике l∞. Шар в метрике l∞ является кубом с гранями, параллельными
координатным плоскостям, а значит RI(t) является многогранником с
гранями, параллельными координатным плоскостям. Таким образом, по
лемме 7 имеем

sI(t) ≥ 6 · (vI(t))2/3.



Нам понадобится следующая простая лемма

Лемма 8. Для любых a, b ∈ R выполнено неравенство:

(a− b)(a3 − b3) ≥ 3

4
(a2 − b2)2.

Доказательство. Вычтем из левой части неравенства правую часть, до-
множим на 4 и преобразуем:

4(a− b)(a3 − b3)− 3(a2 − b2)2 =

= 4(a− b)2(a2 + ab+ b2)− 3(a− b)2(a+ b)2 =

= (a− b)2(4a2 + 4ab+ 4b2 − 3(a+ b)2) =

= (a− b)4 ≥ 0.

Лемма 9. Для любого t ≥ 0 и I ∈ I(t) верна следующая оценка:

GI(t) ≥
1

96
·
s2
I(t)

vI(t)
,

где sI(t) — площадь поверхности RI(t), vI(t) — объём RI(t).

Доказательство. Поскольку параметр t в данной лемме фиксирован, то
далее будем его опускать для упрощения обозначений.

По лемме 2 множество RI является объединением шаров RI(t) =⋃
i∈I

B(ci, ri).

Для доказательства нам понадобится по индукции собирать мно-
жество RI(t) из шаров, поэтому введём вспомогательные множества
J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ J|I| = I, а также для k = 1, ..., |I| определим множе-
ство

Ak =
⋃
i∈Jk

B(ci, ri)

и граф Tk — подграф TI с множеством вершин {ci | i ∈ Jk}. Множества
Jk построим так, чтобы Tk было деревом с k вершинами, причём T|I| = TI
и Tk−1 получалось из Tk удалением одного листа для k = 2, ..., |I|.

По индукции покажем, что

GTkJk ≥
1

96
· S

2(Ak)

V (Ak)
.

База индукции: k = 1, тогда J1 = {j} для некоторого j ∈ I и A1

является шаром с радиусом rj , поэтому

Gj = 2rj , S(A1) = 24r2
j , V (A1) = 8r3

j .



Подставим в правую часть:

1

96
· S(A1)2

V (A1)
=

1

96
·

242r4
j

8r3
j

=
3

4
rj .

Таким образом, неравенство верно при k = 1.
Переход индукции. Пусть k < |I| и Jk+1 = Jk ∪ {j}, причём cj —

лист в дереве Tk+1. Пусть ci — та вершина Tk, к которой присоединён
лист cj , d = w({ci, cj}) — вес ребра, присоединяющего лист cj к поддереву
Tk. Для краткости обозначим

S = S(Ak), V = V (Ak), G = GTkJk ,

S′ = S(Ak+1), V = V (Ak+1), G = G
Tk+1

Jk+1
.

R

Sj

d

Рис. 8. Переход индукции.

По предположению индукции имеем:

G ≥ 1

96
· S

2

V
. (14)

Докажем, что:

G′ ≥ 1

96
· S
′2

V ′
. (15)

Также обозначим ∆G = G′ − G, ∆S = S′ − S, ∆V = V ′ − V . Напом-
ним, что по определению Ak+1 = Ak ∪B(cj , rj). Нетрудно убедиться, что
выполнены равенства:

∆G = d+ rj − ri, ∆S = 24r2
j − s, ∆V = 8r3

j − v, (16)



где s и v — соответственно площадь поверхности и объём множества
Ak ∩B(cj , rj).

Заметим, что неравенство (15) равносильно:

(G+ ∆G)(V + ∆V ) ≥ 1

96
· (S + ∆S)2. (17)

Докажем вспомогательное неравенство:

∆G ·∆V ≥ 1

96
(∆S)2. (18)

Сначала оценим ∆G снизу, а именно, покажем, что

∆G ≥ rj −
1

2
v1/3, (19)

1) Если ri ≤ d, то ∆G = d− ri + rj ≥ rj , и (19) выполнено.

2) Рассмотрим случай ri > d. По лемме 2 шар B(cj , rj) не вложен в
шар B(ci, ri). Тогда заметим, что множество Ak∩B(cj , rj) содержит
пересечение B(ci, ri) ∩ B(cj , rj), внутри которого помещается шар
радиуса ri − d (см. рис. 9).

r0

r

d

Sj

R

Рис. 9. Переход индукции при d ≤ ri.

Таким образом, имеет место неравенство v ≥ (2(ri − d))3, а значит
ri − d ≤ 1

2v
1/3, значит (19) выполнено.

Используя (19), (16), затем лемму 8 при a = 2rj , b = v1/3, получим

∆G ·∆V ≥
(
rj −

1

2
v1/3

)
(8r3

j − v) ≥ 3

8
(4r2

j − v2/3)2. (20)



Применяя лемму 7 для множества Ak∩B(cj , rj), имеем s ≥ 6v2/3, значит
с учётом (20) получим

1

96
∆S2 =

1

96
(24r2

j − s)2 ≤ 1

96
(24r2

j − 6v2/3)2 =
3

8
(4rj − v2/3)2 ≤ ∆G ·∆V.

Таким образом, вспомогательное неравенство (18) доказано. Исполь-
зуя его, докажем основное неравенство (17):

(G+ ∆G)(V + ∆V ) ≥ 1

96
· (S + ∆S)2

G · V + ∆G · V + ∆V ·G+ ∆G ·∆V ≥ 1

96
(S2 + 2S ·∆S + (∆S)2)

По неравенству (14) имеем:

G · V ≥ 1

96
S2. (21)

Далее по неравенству средних и из неравенств (21),(18) следует:

∆G · V + ∆V ·G ≥ 2
√
G · V ·∆V ·∆G ≥ 1

96
(2S ·∆S). (22)

Таким образом, сложив неравенства (21), (18) и (22), получим требуемое
неравенство (17).

В качестве прямого следствия из лемм 5 и 9 получаем утверждение:

Лемма 10. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верна следующая оценка:

uI(t) ≥
1

32
·
s2
I(t)

vI(t)
,

где sI(t) — площадь поверхности RI(t), vI(t) — объём RI(t).

Также имеет место следующее соотношение:

Лемма 11. Для любого множества I ∈ I, t ∈ (aI , bI) верно равенство:

v′I(t) =
1

6
sI(t)p

′
I(t),

где sI(t) — площадь поверхности RI(t), vI(t) — объём RI(t).

Доказательство. По определению производной с учётом леммы 2 име-
ем:

v′I(t0) = lim
t→t0

vI(t)− vI(t0)

t− t0
= lim

t→t0

vI(t)− vI(t0)

∆rI(t0, t)
· ∆rI(t0, t)

t− t0
=

=
1

6
lim
t→t0

vI(t)− vI(t0)

∆rI(t0, t)
· pI(t)− pI(t0)

t− t0
=

1

6
sI(t0)p′I(t0).



∆rI(t0, t)

vI(t0) vI(t)

Рис. 10. Расширение множества RI(t).

Лемма 12. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верно следующее утверждение:

V (MI(t)) ≤ 8V (RI(t)) +mI .

Доказательство. Заметим, что множество MI(t) состоит из |I| кубиче-
ских элементов, в которых находятся выходы схемыK (на рис. 11 центры
этих элементов обозначены черными точками) и оставшихся элементов
(их центры обозначены серыми точками). Объём кубических элементов
с выходами схемы K равен |I| ≤ mI . Объём оставшихся элементов не
больше 8V (RI(t)), так как если кубический элемент s ∈MI(t), то центр
s находится в RI(t), а значит пересечение с множеством RI(t) занимает
не менее 1/8 части s. Таким образом, получаем требуемую оценку.

3.5. Вспомогательные утверждения

В данном параграфе обобщим некоторые результаты для плоских схем,
полученные в работе [14], на объёмные схемы, и также воспользуемся
результатами работы [26]. Доказательство всех лемм аналогично и отли-
чается лишь заменой некоторых констант, которые будут явно указаны
ниже и никак не влияют на идею рассуждений.

Определение: Здесь и всюду далее будем полагать, что D ⊆ {0, 1}n.
Пусть d = |D|, h ≥ 1. Обозначим за Pu(D,h) множество таких операторов
G : D → {0, 1}h, что

1

d

∑
x∈D
|G(x)| ≤ u.

Лемма 13. (Калачёв Г.В., [14, лемма 1]) Если u ≤ h, то

log2 |Pu(D,h)| ≤ du log2

eh

u
.

Лемма 14. (Ефимов А.А., [26, лемма 7]) Количество объёмных схем
объёмом v не больше, чем 2C2v, где C2 — некоторая константа.



Рис. 11. Оценка V (MI(t)).

Определение: Пусть у нас есть алгоритм определения последнего
слоя схемы относительно некоторых ее выходов, который зависит только
от геометрии схемы. Введём множество L(u, v, h,D,m) операторов f :
D → {0, 1}m вида f = F (x,G(x)), где существует такая схема K, что
выполнены условия:

1) K имеетm выходов, h входов на последнем слое и не более n входов,
не лежащих на последнем слое.

2) объём K не превосходит v.

3) K реализует оператор F : D×{0, 1}h → {0, 1}m, причем последние
h аргументов подаются на входы K, расположенные на последнем
слое.

4) G ∈ Pu(D,h).

Лемма 15. (Ефимов А.А., [26, лемма 8]) Если d = |D|, h ≥ 1 и v ≤
3

5C3
md, то

L(u, v, h,D,m) < m!n!2m(1−ε1)d

при u ≤ m
5 log2 d

, где C2 взято из условия леммы 14, C3 =

max{C2, 30}, ε1 = 1
5 −

3
C3 ln 2 .



Определение: Пусть D ⊆ {0, 1}n, d := |D|. Рассмотрим множество
L0(D,m) операторов f : D → {0, 1}m, реализуемых некоторой схемой K
так, что существует её подсхема K0, содержащая хотя бы один выход
схемы K такая, что

V (K0) ≤ 1

C0
|(K0K)|d, UD((K0|K)) ≤ |(K0K)|

5 log2 d
, (23)

где C0 = 5C3
3 — некоторая константа.

Лемма 16. (Калачёв Г.В., [13, лемма 10]) Для любой плоской схемы K
и любого подмножества её выходов U существует схема KU , носитель
которой лежит в носителе схемы K, множество её выходов совпадает
с U и на каждом из этих выходов KU реализует ту же функцию, что
и схема K.

Отметим, что конструктивное доказательство этого факта содержит
алгоритм, который можно дословно повторить для объёмных схем (то
есть он никак существенно не использует геометрию схемы).

Лемма 17. (Ефимов А.А., [26, лемма 10]) Пусть log2m ≤ ε1
6 d, где зна-

чение ε1 взято из условия леммы 15. Тогда |L0(D,m)| = o(2md) при d→
∞, n log2 n = o(d).

Пусть у нас есть алгоритм определения последнего слоя схемы отно-
сительно некоторых её выходов, который зависит только от геометрии
схемы.

Определение: Рассмотрим множество L1(D,m) операторов f : D →
{0, 1}m, реализуемых некоторой схемой K так, что существует подсхема
K0 такая, что все входы (K0|K) лежат на последнем слое схемы K0 от-
носительно выходов (K0K) и

V (K0) ≤ 1

C4
|(K0K)| d, UD(K0|K) ≤ 1

9
, (24)

где C4 = 32
15C2.

Лемма 18. (Аналог [14, лемма 10] для объёмных схем). Пусть m,n ∈ N,
D ⊆ {0, 1}n, d = |D|. Тогда

|L1(D,m)| = o(2md) при d→∞, log2m ≤
d

50
, n log2 n = o(d).

Доказательство. Отметим, что подобный выбор константы C4 в опреде-
лении класса L1 позволил оставить все технические выкладки в неизмен-
ном виде. Единственный геометрический факт, который следует учесть:
имеется не более 2

C2
1
C4
m0d = 2

15
32
m0d схем объёма не более 1

C4
m0d (лем-

ма 14).



Отметим, что определение и свойства классов L0(D,m) и L1(D,m)
не зависит от геометрии схемы и аналогично обобщается на объёмные
схемы, чем мы будем пользоваться в дальнейшем. Также формально по-
ложим:

α =
1

16
min

(
1

C0
,

1

C4

)
.

3.6. Основное доказательство

Лемма 19. Для любого t ≥ 0 и множества I ∈ I(t) верны следующие
оценки:

1) uI(t) ≥ p(RI(t));

2) uI(t) ≥ 2mI t
1/3

l2/3
.

Доказательство. Проведём доказательство индукцией по мощности
множества I.
База индукции: |I| = 0. Поскольку ∅ 6∈ I, то здесь доказывать нечего.
Шаг индукции: |I| ≥ 1.

I. Сначала покажем, что условие леммы выполнено при t = aI .
Ia. Если |I| = 1, то I ∈ I(0), значит t = aI = 0. Легко видеть, что

uI(0) = p(RI(0)) = 2mI t
1/3

l2/3
= 0, и условия леммы выполнены.

Ib. Рассмотрим основной случай, когда |I| ≥ 2. В этом случае множе-
ство RI(aI) получено из множеств RI1(aI), . . . , RIk(aI) с помощью опе-
рации объединения.

Покажем, что неравенства 1), 2) сохраняются при операции объедине-
ния в момент t = aI . Поскольку в данном случае t фиксировано, опустим
его для упрощения обозначений.

1) uI =
k∑
j=1

uIj по определению. Верна оценка

`q(RI) = `q

( k⋃
j=1

RIj

)
≤

k∑
j=1

`q(RIj ), q = 1, 2, 3.

Складывая неравенства, получаем

p(RI) =
3∑
q=1

`q(RI) ≤
k∑
j=1

3∑
q=1

`q(RIj ) =
k∑
j=1

p(RIj ).



Поскольку |Ij | ≤ |I|, j = 1, . . . , k, то по предположению индукции
верно

uIj ≥ p(RIj ), j = 1, . . . , k.

Отсюда получаем оценку

uI =
k∑
j=1

uIj ≥
k∑
j=1

p(RIj ) ≥ p(RI).

2) По определению и свойствам uI , верно uI =
k∑
j=1

uIj ,mI =
k∑
j=1

mIj .

По предположению индукции имеем:

uJ ≥ 2
mJ t

1/3

l2/3
, J = I1, . . . , Ik.

Складывая неравенства, получаем требуемую оценку:

uI =

k∑
j=1

uIj ≥
k∑
j=1

2
mIj t

1/3

l2/3
= 2

m
2/3
I v

1/3
I

l2/3
.

II. Покажем, что утверждение леммы верно для всех t ∈ (aI , bI ].

1) Покажем, что

uI(t) ≥ p(RI(t)) при t ∈ [aI , bI ]. (25)

Случай t = aI рассмотрен в пункте I. Из (10) имеем:

uI(t) = uI(aI) + max
(mI

l
, 1
)

(p(RI(t))− p(RI(aI))) ≥

≥ uI(ti) + (p(RI(t))− p(RI(ti))) ≥ p(RI(t)).

2) Напомним, что по построению выполнено равенство vI(t) = mIt.
Поэтому условие пункта 2) эквивалентно следующему:

uI(t) ≥ 2
m

2/3
I v

1/3
I (t)

l2/3
.

Преобразуем:
u

3/2
I (t) ≥ 23/2 · mI

l
v

1/2
I (t). (26)

Заметим, что так как неравенство верно при t = aI по пункту I, то
достаточно показать, что:



(
u

3/2
I (t)

)′
≥ 23/2

(mI

l
v

1/2
I (t)

)′
при aI < t < bI .

Преобразуем неравенство:

3

2
(uI(t))

1/2u′I(t) ≥
√

2 · mI

l

v′I(t)

(vI(t))1/2
. (27)

По определению uI(t) имеем неравенство:

u′I(t) ≥
mI

l
p′I(t). (28)

Также из лемм 10 и 11 имеем:

(uI(t))
1/2 ≥

√
1

32

sI(t)

(vI(t))1/2
=

3√
8

v′I(t)

(vI(t))1/2 · p′I(t)
. (29)

Перемножив неравенства (28) и (29) и огрубив константу, получим
неравенство (27).

Таким образом, основная лемма доказана.

Теорема 1. Если D ⊆ {0, 1}n, то для некоторой константы C > 0
верно

U(f) ≥ C
m 3
√
|D|

min2/3(m, log2 |D|)
для почти всех операторов f ∈ P2(D,m) при n log2 n = o(|D|), log2m =
o(2n), |D| → ∞.

Доказательство. Обозначим d := |D|, l := log2 d. Можно считать, что d
достаточно велико, и d ≥ 1

8α . Зафиксируем произвольный оператор f ∈
P2(D,m)\L0(D,m)\L1(D,m) и оценим его средний потенциал. Заметим,
что по леммам 17 и 18 верно |L0(D,m) ∪ L1(D,m)| = o(2md). Таким
образом, полученная далее оценка верна для почти всех операторов из
P2(D,m) при n log2 n = o(d), log2m = o(2n), d → ∞. Зафиксируем схему
K, реализующую f с минимальным потенциалом (то есть, такую, что
UD(K) = U(f)), и построим для неё расслоение R.

Обозначим t0 = αd. По лемме 12 и определению α для t ∈ [0, t0]
имеем:

V (MI(t)) ≤ 8V (RI(t)) +mI = 8mIt+mI ≤
≤ 8αdmI +mI = (8αd+ 1)|(MI(t)K)| ≤

≤ 16αd · |(MI(t)K)| = min

(
1

C0
,

1

C4

)
d · |(MI(t)K)|.



Поэтому раз f /∈ L0(D,m) ∪ L1(D,m), то при t ∈ [0, t0] выполнено

UD(MI(t)|K) ≥ max

(
1

9
,
(MI(t)K)

5l

)
≥ 1

9
max

(
1,
mI

l

)
. (30)

Обозначим I0 =
⋃

t∈[0,t0]

I(t). Заметим, что

I0 =
⊔

I∈I(t0)

{J ∈ I | J ⊆ I}.

Из неравенств (7), (30) и определения uI(t) получаем:

UD(K) ≥ 1

6

∫
R

UD(K(R)|K) dρ(R) ≥

≥ 1

6

∑
I∈I0

min(bI ,t0)∫
aI

UD(MI(t)|K) dp(RI(t)) ≥

≥ 1

54

∑
I∈I0

min(bI ,t0)∫
aI

max
(

1,
mI

l

)
dp(RI(t)) ≥

=
1

54

∑
I∈I(t0)

∑
J∈I:J⊆I

min(bI ,t0)∫
aI

max
(

1,
mJ

l

)
dp(RJ(t)) =

=
1

54

∑
I∈I(t0)

uI(t0).

Из леммы 6 и пункта 1) леммы 19 следует:

uI(t) ≥ p(RI(t)) ≥ 3vI(t)
1/3.

Так как по построению множества RI(t) верно равенство vI(t) = mI · t,
то имеем неравенство:

UD(K) ≥ 1

54

∑
I∈I(t0)

uI(t0) ≥ 1

18

∑
I∈I(t0)

vI(t0)1/3 =
t
1/3
0

18

∑
I∈I(t0)

m
1/3
I . (31)

Также заметим, что если дан вектор x = (x1, x2, . . . , xs), xi ≥ 0, i ∈ [s], то
по неравенству Минковского в пространстве l3 имеем:

(x3
1)1/3 + (x3

2)1/3 + . . .+ (x3
s)

1/3 ≥ (x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
s)

1/3,

x1 + x2 + . . .+ xs ≥ (x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
s)

1/3.



Заменив mi = x3
i , i ∈ [s], получим неравенство:

m
1/3
1 +m

1/3
2 + . . .+m1/3

s ≥ (m1 +m2 + . . .+ms)
1/3.

Воспользуемся полученным результатом и продолжим неравенство (31):

UD(K) ≥ 1

18

 ∑
I∈I(t0)

m
1/3
I

 · t1/30 ≥ 1

18
m1/3 · t1/30 =

α1/3

18
3
√
m · d. (32)

При m > l по пункту 2) леммы 12 получаем:

UD(K) ≥ 1

54

∑
I∈I(t0)

uI(t0) ≥

≥ 1

27

∑
I∈I(t0)

mI · t1/30

l2/3
=

1

27

m · t1/30

l2/3
=
α1/3

27

m 3
√
d

l2/3
. (33)

Соединив результаты неравенств (32) и (33) и приняв C = α1/3/27, по-
лучаем требуемое условие теоремы.
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Lower estimate of potential for a class of volume circuits.
Efimov A.A.

In this paper, volume circuits are considered, which are the
embeddings of Boolean circuits in space. For volume circuits, the
lower bound on the potential is obtained. Potential is a measure
of circuit activity equal to the number of gates that produce one
on a given input. It is shown that for almost all partial operators
with n inputs and m outputs, the potential of the volume circuit
that implements them is not less than m

3√
d

min2/3(m,log2 d)
, where d is

the size of the domain.
Keywords: Boolean circuits, volume circuits, circuit

complexity, circuit activity, potential.
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