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С помощью численных экспериментов подтверждена гипотеза
о зависимости точности нахождения индивидуальных сингулярных
значений с помощью численных алгоритмов от особенностей рас-
пределения сингулярных значений матрицы при фиксированном
числе обусловленности. Продемонстрирована недостаточность при-
менения относительной погрешности по Евклидовой норме вектора
результатов и предложена альтернативная метрика в виде средне-
квадратичной относительной погрешности.
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1. Введение

Сингулярное разложение (SVD) является одним из наиболее часто при-
меняемых представлений матриц общего вида для решения множества
практических задач. Немало и реализаций алгоритмов сингулярного раз-
ложения в различных программных библиотеках. Как и для многих дру-
гих численных методов, здесь важна численная устойчивость. Некото-
рые аспекты этого вопроса достаточно исследованы [1], обычно в каче-
стве метрики точности разложения используется L2-норма относитель-
ной погрешности вектора сингулярных значений ‖σ − σ̂‖/‖σ‖. Обще-
принятым показателем “качества” матрицы при решении задач явля-
ется число обусловленности, определяемое как отношение максималь-
ного и минимального сингулярных значений σmax/σmin. Считается, что
устойчивость сингулярного разложения зависит от числа обусловленно-
сти матрицы σmax/σmin [2]. Целью данного исследования является про-
верка гипотезы о зависимости устойчивости сингулярного разложения
не только от числа обусловленности, но и от особенностей распределе-
ния сингулярных значений в спектре матрицы. Также мы предлагаем и
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обосновываем использование альтернативной метрики для оценки точ-
ности нахождения сингулярных значений.

2. Применения сингулярного разложения

Сингулярное разложение определяется как

A = UΣV T , (1)

где A – исходная матрица размером m×n, U и V – унитарные матрицы
размерами m × m и n × n соответственно, Σ – диагональная матрица
размером min (m,n)×min (m,n) с сингулярными значениями на главной
диагонали. У матрицы A размером m × n существует min (m,n) син-
гулярных значений. Это разложение широко применяется в численной
математике, статистике и инженерных дисциплинах. Далее кратко рас-
смотрим типичные применения с целью подчеркнуть важность точности
отыскания сингулярных значений.

Сингулярное разложение – стандартный способ вычисления псевдо-
обратной матрицы Мура-Пенроуза [3]. Псевдообратная матрица A+ –
обобщение обратной матрицы, определенное и для прямоугольных и вы-
рожденных матриц и позволяющее решать пере- или недоопределен-
ные системы линейных уравнений. Имея систему уравнений Ax = b,
ее решение с помощью псевдообратной матрицы x = A+b идейно ана-
логично случаю с обратной матрицей. Если система несовместна, та-
кое решение является наилучшим в смысле наименьшей квадратиче-
ской ошибки (проекция вектора b на пространство столбцов A), т.е.
∀x ∈ imA ‖Ax− b‖2 ≥ ‖Ax̂− b‖2, где x̂ = A+b, imA – образ матрицы A
(линейная оболочка ее столбцов). Если у системы бесконечное множество
решений, псевдообратная матрица позволяет найти решение с наимень-
шей евклидовой нормой, т.е. ∀x : Ax = b ‖x̂‖2 ≤ ‖x‖2. Зная сингулярное
разложение A = UΣV T , очень просто получить псевдообратную матри-
цу как A+ = UΣ+V T , где псевдообращение диагональной матрицы Σ+

получается заменой всех ненулевых элементов в Σ на обратные к ним и
транспонированием получившейся матрицы.

Целое семейство вычислительных методов, в основе которых лежит
сингулярное разложение, может быть охарактеризовано как “приближе-
ния меньшего ранга” [5]. В общем случае задача приближения меньше-
го ранга заключается в нахождении матрицы, максимально “близкой”
к исходной, но имеющей при этом заданный меньший ранг r. Иными
словами, это задача минимизации нормы Фробениуса:

min
Â
‖Â−A‖F s.t. rank (A) < r, A ∈ Rm×n. (2)



У этой задачи есть аналитическое решение с использованием сингуляр-
ного разложения (теорема Экарта-Юнга-Мирского, [6, 7]). Если A =
UΣV T ∈ Rm×n,m ≥ n, то его можно представить в блочном виде:

U =
[
U1 U2

]
, Σ =

[
Σ1 0
0 Σ2

]
, V =

[
V1 V2

]
,

где U1 – m×r, Σ1 – r×r и V1 – n×r. Тогда матрица Â, удовлетворяющая
(2), находится как Â = U1ΣV

T
1 , при этом

‖Â−A‖F =
√
σ2r+1 + σ2r+2 + · · ·+ σ2m.

Один из важных практических методов, использующих приближение
меньшего ранга, – это метод главных компонент (МГК), современный об-
зор которого приведен в [8]. Формально, МГК является техникой умень-
шения размерности данных путем линейного преобразования в новую ор-
тогональную систему координат, где данные могут быть описаны в мень-
шей размерности при минимальной потере информации. Применение
сингулярного разложения к матрице данных позволяет выделить “глав-
ные компоненты”: сингулярные пары вектор-значение, где сингулярное
значение ассоциируется со значением дисперсии данных в направлении
соответствующего сингулярного вектора. МГК может быть использован
в разведочном анализе данных, с целью визуализации многомерных дан-
ных [9] или уменьшения размерности для упрощения модели [10]. Также
приближение меньшего ранга используется для идентификации систем
(построения математической модели динамической системы на основе
статистических наблюдений) [11] и лежит в основе латентного семанти-
ческого анализа (метода обработки естественных языков, позволяющего
анализировать зависимости между документами с содержащимися в них
терминами) [12]. Подробный обзор техник и приложений аппроксимации
меньшего ранга приведен в [13].

3. Цели и методы исследования

Целью исследования является выявление зависимости точности нахож-
дения сингулярных значений от их распределения при фиксированном
числе обусловленности. Чаще всего в численной линейной алгебре ис-
пользуются следующие виды погрешностей [4], позволяющие оценить
точность нахождения векторной величины x̂, зная истинное значение x:

• Абсолютная погрешность Eабс(x̂) = ‖x̂− x‖;

• Относительная погрешность Eотн(x̂) = ‖x̂− x‖/‖x‖;



• Поэлементная относительная погрешность max
i
‖x̂i − xi‖/‖xi‖.

Однако, как видно из наших экспериментов, данные метрики не всегда
дают корректное представление о точности алгоритма сингулярного раз-
ложения. Для матриц значительного размера, у которых σmin << σmax,
абсолютная и относительная погрешности могут скрывать ошибки в на-
хождении большого количества малых сингулярных значений при доста-
точно точном отыскании нескольких больших. Наоборот, поэлементная
относительная погрешность дает повышенную надежность, подчеркивая
наихудший случай определения отдельного сингулярного значения, в то
время как большая часть сингулярных значений может быть вычисле-
на вполне корректно. В связи с этим, для оценки точности нахождения
сингулярных значений введем следующий показатель:

RMSRE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(
σi − σ̂i
σi

)2

,

где N – количество сингулярных значений матрицы, σi – “истинное” i-e
сингулярное значение, σ̂i – i-e сингулярное значение, полученное с помо-
щью численного алгоритма сингулярного разложения. Этот показатель
является, по сути, среднеквадратичной относительной погрешностью на-
хождения сингулярных значений и позволяет оценивать точность нахож-
дения как малых, так и больших сингулярных значений при значитель-
ном числе обусловленности матрицы, ослабляя описанные проблемы.

3.1. Конструирование матрицы с заданным спектром

Для исследования точности нахождения сингулярных значений, очевид-
но, необходимо знать “истинные” их значения для исходной матрицы.
Для этого исходная тестовая матрица синтетически создается согласно
уравнению (1) по следующему алгоритму [3]:

1) Задаются размерности матрицы m и n;

2) Генерируются матрицы TL(m×m) и TR(n× n), в них каждый эле-
мент tij – псевдослучайное число от -1 до 1, полученное из равно-
мерного распределения генератора псевдослучайных чисел. Зада-
ние начального состояния генератора обеспечивает воспроизводи-
мость экспериментов;

3) Матрицы TL и TR ортогонализуются с помощью преобразования
Хаусхолдера [3], которое превращает их в ортогональные матрицы
QL и QR соответственно;



4) Заданный спектр σ присваивается главной диагонали нулевой мат-
рицы Σ, превращая ее в диагональную;

5) Тестовая матрица с заданным спектром получается как A =
QLΣQR.

3.2. Задание распределения сингулярных значений

Для задания распределения сингулярных значений в спектре исполь-
зуется плотность распределения fσ(x). Понятие плотности распределе-
ния здесь схоже с аналогичным из теории вероятности. Установим сле-
дующие требования для fσ(x) на интервале [0, 1]: fσ : [0, 1] → R+ и∫ 1

0
fσ(x)dx = 1. Спектр матрицы, соответствующий заданной плотности

распределения, определяется следующим образом:

1) Из плотности распределения fσ(x) получаем функцию распределе-
ния: Fσ(x) =

∫ x
0 fσ(t)dt;

2) Генерируем N равноотстоящих точек ui на интервале [0, 1], где N
– требуемое количество сингулярных значений;

3) Получаем сингулярные значения с требуемым распределением с по-
мощью метода обратного преобразования [14]:

σi = F−1
σ (ui).

Следует отметить, что, несмотря на использование аналогий из обла-
сти теории вероятности, описанный процесс полностью детерминирован:
при одинаковых исходных плотностях распределения fσ(x) всегда будет
получен один и тот же набор сингулярных значений σ.

В качестве модели плотности распределения мы используем норма-
лизованную бета-функцию [15]:

fσ(x;α, β) =
1

B(α, β)
xα−1(1−x)β−1, B(α, β) =

∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt. (3)

Этот выбор связан с простотой параметризации и возможностью зада-
вать различные интересующие нас распределения сингулярных значе-
ний, сгруппированные с разной плотностью в различных частях интер-
вала [0, 1]. Полученные сингулярные значения на этом интервале проеци-
руются на логарифмическую шкалу с заданными границами [σmin, σmax],
для получения выбранного числа обусловленности.



3.3. Библиотеки и алгоритмы сингулярного разложения

Вследствие широкой востребованности, реализации алгоритмов сингу-
лярного разложения встречаются во многих пакетах численных мето-
дов. В классическом пакете LAPACK [16] имеются две процедуры для
вычисления сингулярного разложения. По проведенному авторами ана-
лизу, многие другие широко используемые библиотеки численных мето-
дов (например, numpy [17], стандартные библиотеки языков Julia [18],
R [19], Octave [20]) используют в своих имплементациях сингулярно-
го разложения обращения к соответствующим функциям LAPACK. Од-
ной из немногих широко распространенных библиотек с независимой от
LAPACK реализацией SVD является Eigen для C++ [21]. Таким образом,
для дальнейших экспериментов мы выделили три по нашему мнению
наиболее часто используемых варианта метода сингулярного разложе-
ния: BDCSVD из Eigen, dgesvd и dgesdd из LAPACK.

4. Эксперименты

Пользуясь удобством параметризации бета-функции (3), задаем сетку
параметров (α, β) в виде декартового произведения множеств выбранных
значений для каждого из параметров: {0.5, 1, 2, 5} × {0.5, 1, 2, 5}. Далее,
используя эти функции, по методу, описанному в разделе 3.2, генери-
руются наборы сингулярных значений, распределение которых соответ-
ствуют заданным бета-функциям. Рассматриваются матрицы размером
3000 × 2000 с числом обусловленности 1020, такие, что σmin = 10−10,
σmax = 1010. Используемые бета-функции и соответствующие им гисто-
граммы распределений сгенерированных наборов сингулярных значений
приведены на рисунке 1. Для каждого из этих наборов создаются матри-
цы с заданным спектром, согласно методу из раздела 3.1. Далее к этим
матрицам применяем три алгоритма сингулярного разложения, перечис-
ленные в разделе 3.3, и вычисляем метрики: RMSRE и Eотн. Результаты,
представленные в виде шести тепловых карт, приведены на рисунке 2.
Каждая тепловая карта соответствует комбинации метрики погрешности
и алгоритма сингулярного разложения. Каждая ячейка на тепловой кар-
те отражает значение метрики погрешности, при этом положение ячейки
соответствует положению спектра на рисунке 1.

5. Выводы

Во-первых, очевидна недостаточная информативность относительной
погрешности Eотн: во всех случаях Eотн пренебрежимо мала, исходя из
чего можно было бы сделать вывод о точном нахождении сингулярных



10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2
α = 0.5, β = 0.5

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2

3
α = 0.5, β = 1

10−10 10−5 100 105 1010
0

2

4

α = 0.5, β = 2

10−10 10−5 100 105 1010
0

2

4

6

α = 0.5, β = 5

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2

3
α = 1, β = 0.5

10−10 10−5 100 105 1010
0.0

0.5

1.0
α = 1, β = 1

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2
α = 1, β = 2

10−10 10−5 100 105 1010
0

2

4

α = 1, β = 5

10−10 10−5 100 105 1010
0

2

4

α = 2, β = 0.5

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2
α = 2, β = 1

10−10 10−5 100 105 1010
0.0

0.5

1.0

1.5
α = 2, β = 2

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2

α = 2, β = 5

10−10 10−5 100 105 1010
0

2

4

6

α = 5, β = 0.5

10−10 10−5 100 105 1010
0

2

4

α = 5, β = 1

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2

α = 5, β = 2

10−10 10−5 100 105 1010
0

1

2

α = 5, β = 5

Рисунок 1. Распределение сингулярных значений для каждого из иссле-
дуемых случаев

значений. Однако, в метрике RMSRE видно, что точность нахождения
сингулярных значений значительно различается. Во-вторых, имеется за-
висимость точности вычисления сингулярных значений от их распреде-
ления при фиксированных σmin и σmax. Метод BDCSVD, основанный на
подходе “разделяй и властвуй” (который рекурсивно диагонализирует
матрицу и применяет метод Якоби для достаточно маленьких блоков),
лучше всего показывает себя, если большинство сингулярных значений
близки к σmax. Схожие результаты дает и dgesdd, также использующий
принцип “разделяй и властвуй”. Методу dgesvd в метрике RMSRE со-
ответствуют лучшие результаты при множестве сингулярных значений,



близких к σmin. Отличающиеся на порядок результаты в алгоритмах
Eigen и LAPACK объясняются тем, что реализация Eigen принимает до-
статочно маленькие собственные значения за 0, что дает в итоге лучшую
RMSRE. В целом, среди расмотренных алгоритмов отметим следующую
закономерность: собственные значения, близкие к σmax, находятся луч-
ше, чем близкие к σmin. Также видно, что введенная нами метрика по-
грешности, хотя и дает более точное представление в сравнении с Eотн,
несовершенна: например, при (α = 5, β = 0.5) и использовании метода
dgesdd она сравнима по порядку с случаем (α = 0.5, β = 5). Однако, боль-
шинство значений для (α = 5, β = 0.5) находятся верно; лишь несколь-
ко малых сингулярных значений имеют очень большую относительную
погрешность. Тем не менее, вклад ошибок нахождения этих малых зна-
чений в метрику RMSRE достаточен, чтобы сделать ее сопоставимой со
случаем (α = 0.5, β = 5), в котором большая часть собственных значений
находится неверно, но с меньшей относительной погрешностью.
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Рисунок 2. Распределение сингулярных значений для каждого из иссле-
дуемых случаев



Relationship between accuracy of singular value decomposition
and distribution of singular values

Drozdov I.Yu., Parfenov D.V.

Using numerical experiments we demonstrated that accuracy of
numerical singular value decomposition (SVD) is affected not only by
condition number of the matrix, but also by distribution of singular
values in the matrix spectrum. We note that widely used relative norm
error of SVD result might be insufficient and propose an alternative
metric based on root-mean-squared relative error.

Keywords: singular value decomposition, SVD, condition number,
matrix spectrum, numerical stability
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