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Часть 1.
Общие проблемы теории
интеллектуальных систем



Влияние распределения спектра матрицы
на точность сингулярного разложения

И.Ю. Дроздов1 Д.В. Парфенов2

С помощью численных экспериментов подтверждена гипотеза
о зависимости точности нахождения индивидуальных сингулярных
значений с помощью численных алгоритмов от особенностей рас-
пределения сингулярных значений матрицы при фиксированном
числе обусловленности. Продемонстрирована недостаточность при-
менения относительной погрешности по Евклидовой норме вектора
результатов и предложена альтернативная метрика в виде средне-
квадратичной относительной погрешности.

Ключевые слова: сингулярное разложение, число обуслов-
ленности, спектр матрицы, численная устойчивость

1. Введение

Сингулярное разложение (SVD) является одним из наиболее часто при-
меняемых представлений матриц общего вида для решения множества
практических задач. Немало и реализаций алгоритмов сингулярного раз-
ложения в различных программных библиотеках. Как и для многих дру-
гих численных методов, здесь важна численная устойчивость. Некото-
рые аспекты этого вопроса достаточно исследованы [1], обычно в каче-
стве метрики точности разложения используется L2-норма относитель-
ной погрешности вектора сингулярных значений ‖σ − σ̂‖/‖σ‖. Обще-
принятым показателем “качества” матрицы при решении задач явля-
ется число обусловленности, определяемое как отношение максималь-
ного и минимального сингулярных значений σmax/σmin. Считается, что
устойчивость сингулярного разложения зависит от числа обусловленно-
сти матрицы σmax/σmin [2]. Целью данного исследования является про-
верка гипотезы о зависимости устойчивости сингулярного разложения
не только от числа обусловленности, но и от особенностей распределе-
ния сингулярных значений в спектре матрицы. Также мы предлагаем и

1Дроздов Игорь Юрьевич — аспирант каф. высшей математики Института искус-
ственного интеллекта РТУ МИРЭА, e-mail: drozdov_i@mirea.ru.

Drozdov Igor Yurievich — Ph.D. student, Russian Technological University (MIREA),
Institute of Artificial Intelligence, Department of Higher Mathematics.

2Парфенов Денис Васильевич — к.т.н., доцент каф. высшей математики Института
искусственного интеллекта РТУ МИРЭА, e-mail: parfenov@mirea.ru.

Parfenov Denis Vasilevich, Ph.D. — associate professor, Russian Technological
University (MIREA), Institute of Artificial Intelligence, Department of Higher
Mathematics.
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обосновываем использование альтернативной метрики для оценки точ-
ности нахождения сингулярных значений.

2. Применения сингулярного разложения

Сингулярное разложение определяется как

A = UΣV T , (1)

где A – исходная матрица размером m×n, U и V – унитарные матрицы
размерами m × m и n × n соответственно, Σ – диагональная матрица
размером min (m,n)×min (m,n) с сингулярными значениями на главной
диагонали. У матрицы A размером m × n существует min (m,n) син-
гулярных значений. Это разложение широко применяется в численной
математике, статистике и инженерных дисциплинах. Далее кратко рас-
смотрим типичные применения с целью подчеркнуть важность точности
отыскания сингулярных значений.

Сингулярное разложение – стандартный способ вычисления псевдо-
обратной матрицы Мура-Пенроуза [3]. Псевдообратная матрица A+ –
обобщение обратной матрицы, определенное и для прямоугольных и вы-
рожденных матриц и позволяющее решать пере- или недоопределен-
ные системы линейных уравнений. Имея систему уравнений Ax = b,
ее решение с помощью псевдообратной матрицы x = A+b идейно ана-
логично случаю с обратной матрицей. Если система несовместна, та-
кое решение является наилучшим в смысле наименьшей квадратиче-
ской ошибки (проекция вектора b на пространство столбцов A), т.е.
∀x ∈ imA ‖Ax− b‖2 ≥ ‖Ax̂− b‖2, где x̂ = A+b, imA – образ матрицы A
(линейная оболочка ее столбцов). Если у системы бесконечное множество
решений, псевдообратная матрица позволяет найти решение с наимень-
шей евклидовой нормой, т.е. ∀x : Ax = b ‖x̂‖2 ≤ ‖x‖2. Зная сингулярное
разложение A = UΣV T , очень просто получить псевдообратную матри-
цу как A+ = UΣ+V T , где псевдообращение диагональной матрицы Σ+

получается заменой всех ненулевых элементов в Σ на обратные к ним и
транспонированием получившейся матрицы.

Целое семейство вычислительных методов, в основе которых лежит
сингулярное разложение, может быть охарактеризовано как “приближе-
ния меньшего ранга” [5]. В общем случае задача приближения меньше-
го ранга заключается в нахождении матрицы, максимально “близкой”
к исходной, но имеющей при этом заданный меньший ранг r. Иными
словами, это задача минимизации нормы Фробениуса:

min
Â
‖Â−A‖F s.t. rank (A) < r, A ∈ Rm×n. (2)
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У этой задачи есть аналитическое решение с использованием сингуляр-
ного разложения (теорема Экарта-Юнга-Мирского, [6, 7]). Если A =
UΣV T ∈ Rm×n,m ≥ n, то его можно представить в блочном виде:

U =
[
U1 U2

]
, Σ =

[
Σ1 0
0 Σ2

]
, V =

[
V1 V2

]
,

где U1 – m×r, Σ1 – r×r и V1 – n×r. Тогда матрица Â, удовлетворяющая
(2), находится как Â = U1ΣV

T
1 , при этом

‖Â−A‖F =
√
σ2r+1 + σ2r+2 + · · ·+ σ2m.

Один из важных практических методов, использующих приближение
меньшего ранга, – это метод главных компонент (МГК), современный об-
зор которого приведен в [8]. Формально, МГК является техникой умень-
шения размерности данных путем линейного преобразования в новую ор-
тогональную систему координат, где данные могут быть описаны в мень-
шей размерности при минимальной потере информации. Применение
сингулярного разложения к матрице данных позволяет выделить “глав-
ные компоненты”: сингулярные пары вектор-значение, где сингулярное
значение ассоциируется со значением дисперсии данных в направлении
соответствующего сингулярного вектора. МГК может быть использован
в разведочном анализе данных, с целью визуализации многомерных дан-
ных [9] или уменьшения размерности для упрощения модели [10]. Также
приближение меньшего ранга используется для идентификации систем
(построения математической модели динамической системы на основе
статистических наблюдений) [11] и лежит в основе латентного семанти-
ческого анализа (метода обработки естественных языков, позволяющего
анализировать зависимости между документами с содержащимися в них
терминами) [12]. Подробный обзор техник и приложений аппроксимации
меньшего ранга приведен в [13].

3. Цели и методы исследования

Целью исследования является выявление зависимости точности нахож-
дения сингулярных значений от их распределения при фиксированном
числе обусловленности. Чаще всего в численной линейной алгебре ис-
пользуются следующие виды погрешностей [4], позволяющие оценить
точность нахождения векторной величины x̂, зная истинное значение x:

• Абсолютная погрешность Eабс(x̂) = ‖x̂− x‖;

• Относительная погрешность Eотн(x̂) = ‖x̂− x‖/‖x‖;
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• Поэлементная относительная погрешность max
i
‖x̂i − xi‖/‖xi‖.

Однако, как видно из наших экспериментов, данные метрики не всегда
дают корректное представление о точности алгоритма сингулярного раз-
ложения. Для матриц значительного размера, у которых σmin << σmax,
абсолютная и относительная погрешности могут скрывать ошибки в на-
хождении большого количества малых сингулярных значений при доста-
точно точном отыскании нескольких больших. Наоборот, поэлементная
относительная погрешность дает повышенную надежность, подчеркивая
наихудший случай определения отдельного сингулярного значения, в то
время как большая часть сингулярных значений может быть вычисле-
на вполне корректно. В связи с этим, для оценки точности нахождения
сингулярных значений введем следующий показатель:

RMSRE =

√√√√ 1

N

N∑

i=1

(
σi − σ̂i
σi

)2

,

где N – количество сингулярных значений матрицы, σi – “истинное” i-e
сингулярное значение, σ̂i – i-e сингулярное значение, полученное с помо-
щью численного алгоритма сингулярного разложения. Этот показатель
является, по сути, среднеквадратичной относительной погрешностью на-
хождения сингулярных значений и позволяет оценивать точность нахож-
дения как малых, так и больших сингулярных значений при значитель-
ном числе обусловленности матрицы, ослабляя описанные проблемы.

3.1. Конструирование матрицы с заданным спектром

Для исследования точности нахождения сингулярных значений, очевид-
но, необходимо знать “истинные” их значения для исходной матрицы.
Для этого исходная тестовая матрица синтетически создается согласно
уравнению (1) по следующему алгоритму [3]:

1) Задаются размерности матрицы m и n;

2) Генерируются матрицы TL(m×m) и TR(n× n), в них каждый эле-
мент tij – псевдослучайное число от -1 до 1, полученное из равно-
мерного распределения генератора псевдослучайных чисел. Зада-
ние начального состояния генератора обеспечивает воспроизводи-
мость экспериментов;

3) Матрицы TL и TR ортогонализуются с помощью преобразования
Хаусхолдера [3], которое превращает их в ортогональные матрицы
QL и QR соответственно;
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4) Заданный спектр σ присваивается главной диагонали нулевой мат-
рицы Σ, превращая ее в диагональную;

5) Тестовая матрица с заданным спектром получается как A =
QLΣQR.

3.2. Задание распределения сингулярных значений

Для задания распределения сингулярных значений в спектре исполь-
зуется плотность распределения fσ(x). Понятие плотности распределе-
ния здесь схоже с аналогичным из теории вероятности. Установим сле-
дующие требования для fσ(x) на интервале [0, 1]: fσ : [0, 1] → R+ и∫ 1

0
fσ(x)dx = 1. Спектр матрицы, соответствующий заданной плотности

распределения, определяется следующим образом:

1) Из плотности распределения fσ(x) получаем функцию распределе-
ния: Fσ(x) =

∫ x
0 fσ(t)dt;

2) Генерируем N равноотстоящих точек ui на интервале [0, 1], где N
– требуемое количество сингулярных значений;

3) Получаем сингулярные значения с требуемым распределением с по-
мощью метода обратного преобразования [14]:

σi = F−1
σ (ui).

Следует отметить, что, несмотря на использование аналогий из обла-
сти теории вероятности, описанный процесс полностью детерминирован:
при одинаковых исходных плотностях распределения fσ(x) всегда будет
получен один и тот же набор сингулярных значений σ.

В качестве модели плотности распределения мы используем норма-
лизованную бета-функцию [15]:

fσ(x;α, β) =
1

B(α, β)
xα−1(1−x)β−1, B(α, β) =

∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt. (3)

Этот выбор связан с простотой параметризации и возможностью зада-
вать различные интересующие нас распределения сингулярных значе-
ний, сгруппированные с разной плотностью в различных частях интер-
вала [0, 1]. Полученные сингулярные значения на этом интервале проеци-
руются на логарифмическую шкалу с заданными границами [σmin, σmax],
для получения выбранного числа обусловленности.
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3.3. Библиотеки и алгоритмы сингулярного разложения

Вследствие широкой востребованности, реализации алгоритмов сингу-
лярного разложения встречаются во многих пакетах численных мето-
дов. В классическом пакете LAPACK [16] имеются две процедуры для
вычисления сингулярного разложения. По проведенному авторами ана-
лизу, многие другие широко используемые библиотеки численных мето-
дов (например, numpy [17], стандартные библиотеки языков Julia [18],
R [19], Octave [20]) используют в своих имплементациях сингулярно-
го разложения обращения к соответствующим функциям LAPACK. Од-
ной из немногих широко распространенных библиотек с независимой от
LAPACK реализацией SVD является Eigen для C++ [21]. Таким образом,
для дальнейших экспериментов мы выделили три по нашему мнению
наиболее часто используемых варианта метода сингулярного разложе-
ния: BDCSVD из Eigen, dgesvd и dgesdd из LAPACK.

4. Эксперименты

Пользуясь удобством параметризации бета-функции (3), задаем сетку
параметров (α, β) в виде декартового произведения множеств выбранных
значений для каждого из параметров: {0.5, 1, 2, 5} × {0.5, 1, 2, 5}. Далее,
используя эти функции, по методу, описанному в разделе 3.2, генери-
руются наборы сингулярных значений, распределение которых соответ-
ствуют заданным бета-функциям. Рассматриваются матрицы размером
3000 × 2000 с числом обусловленности 1020, такие, что σmin = 10−10,
σmax = 1010. Используемые бета-функции и соответствующие им гисто-
граммы распределений сгенерированных наборов сингулярных значений
приведены на рисунке 1. Для каждого из этих наборов создаются матри-
цы с заданным спектром, согласно методу из раздела 3.1. Далее к этим
матрицам применяем три алгоритма сингулярного разложения, перечис-
ленные в разделе 3.3, и вычисляем метрики: RMSRE и Eотн. Результаты,
представленные в виде шести тепловых карт, приведены на рисунке 2.
Каждая тепловая карта соответствует комбинации метрики погрешности
и алгоритма сингулярного разложения. Каждая ячейка на тепловой кар-
те отражает значение метрики погрешности, при этом положение ячейки
соответствует положению спектра на рисунке 1.

5. Выводы

Во-первых, очевидна недостаточная информативность относительной
погрешности Eотн: во всех случаях Eотн пренебрежимо мала, исходя из
чего можно было бы сделать вывод о точном нахождении сингулярных
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Рисунок 1. Распределение сингулярных значений для каждого из иссле-
дуемых случаев

значений. Однако, в метрике RMSRE видно, что точность нахождения
сингулярных значений значительно различается. Во-вторых, имеется за-
висимость точности вычисления сингулярных значений от их распреде-
ления при фиксированных σmin и σmax. Метод BDCSVD, основанный на
подходе “разделяй и властвуй” (который рекурсивно диагонализирует
матрицу и применяет метод Якоби для достаточно маленьких блоков),
лучше всего показывает себя, если большинство сингулярных значений
близки к σmax. Схожие результаты дает и dgesdd, также использующий
принцип “разделяй и властвуй”. Методу dgesvd в метрике RMSRE со-
ответствуют лучшие результаты при множестве сингулярных значений,
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близких к σmin. Отличающиеся на порядок результаты в алгоритмах
Eigen и LAPACK объясняются тем, что реализация Eigen принимает до-
статочно маленькие собственные значения за 0, что дает в итоге лучшую
RMSRE. В целом, среди расмотренных алгоритмов отметим следующую
закономерность: собственные значения, близкие к σmax, находятся луч-
ше, чем близкие к σmin. Также видно, что введенная нами метрика по-
грешности, хотя и дает более точное представление в сравнении с Eотн,
несовершенна: например, при (α = 5, β = 0.5) и использовании метода
dgesdd она сравнима по порядку с случаем (α = 0.5, β = 5). Однако, боль-
шинство значений для (α = 5, β = 0.5) находятся верно; лишь несколь-
ко малых сингулярных значений имеют очень большую относительную
погрешность. Тем не менее, вклад ошибок нахождения этих малых зна-
чений в метрику RMSRE достаточен, чтобы сделать ее сопоставимой со
случаем (α = 0.5, β = 5), в котором большая часть собственных значений
находится неверно, но с меньшей относительной погрешностью.
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Рисунок 2. Распределение сингулярных значений для каждого из иссле-
дуемых случаев
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Relationship between accuracy of singular value decomposition
and distribution of singular values

Drozdov I.Yu., Parfenov D.V.

Using numerical experiments we demonstrated that accuracy of
numerical singular value decomposition (SVD) is affected not only by
condition number of the matrix, but also by distribution of singular
values in the matrix spectrum. We note that widely used relative norm
error of SVD result might be insufficient and propose an alternative
metric based on root-mean-squared relative error.

Keywords: singular value decomposition, SVD, condition number,
matrix spectrum, numerical stability
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Часть 2.
Специальные вопросы теории

интеллектуальных систем



О выразительных возможностях
ансамблей решающих деревьев

A. П. Соколов 1, Л. А. Прохоренкова 2

Решающие деревья широко применяются в машинном обуче-
нии, статистике и анализе данных. Предиктивные модели, осно-
ванные на решающих деревьях, показывают отличные результаты
в терминах точности и времени обучения, особенно на гетерогенных
табличных датасетах. Производительность, простота и надежность
делают это семейство алгоритмов одним из наиболее популярных
в машинном обучении и науке о данных.

Одним из важных гиперпараметров алгоритмов, основанных на
решающих деревьях, является максимальная глубина.

В данной работе получен теоретический результат, который по-
казывает как ограничение на максимальную глубину решающих
деревьев влияет на выразительные возможности всего ансамбля.
Этот результат применим к таким алгоритмам, как одиночное ре-
шающее дерево (Decision Tree), случайный лес (Random Forest),
градиентный бустинг (GBDT) и другие.

Ключевые слова: машинное обучение, наука о данных, реша-
ющее дерево, случайный лес, градиентный бустинг.

1. Введение

Решающие деревья широко применяются в машинном обучении, стати-
стике и анализе данных. Предиктивные модели, основанные на решаю-
щих деревьях, показывают отличные результаты в терминах точности и
времени обучения, особенно на гетерогенных табличных датасетах ([1]).
Производительность, простота и надежность делают это семейство ал-
горитмов одним из наиболее популярных в машинном обучении и науке
о данных ([2]).

Одним из важных гиперпараметров алгоритмов, основанных на ре-
шающих деревьях, является максимальная глубина.

В данной работе получен теоретический результат, который показы-
вает как ограничение на максимальную глубину решающих деревьев

1Соколов Андрей Павлович — к.ф.-м.н., м.н.с. каф. математической теории интел-
лектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: sokolov@intsys.msu.ru

Sokolov Andrey Pavlovich — junior scientific researcher, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.

2Прохоренкова Людмила Александровна — д.ф.-м.н., исследователь, Яндекс, e-
mail: ostroumova-la@yandex.ru

Prokhorenkova Liudmila Alexandrovna — researcher, Yandex.
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влияет на выразительные возможности всего ансамбля. Этот резуль-
тат применим к таким алгоритмам, как одиночное решающее дерево
(Decision Tree), случайный лес (Random Forest), градиентный бустинг
(GBDT) и другие.

2. Определения и основной результат

Предположим задан датасет из n примеров по m признаков.

D = {(Xi, yi) |i ∈ {1, ..., n} , Xi ∈ Rm, yi ∈ R} .
В задачах машинного обучения обычно Xi называется вектором при-

знаков, а yi – значением.
Будем использовать обозначение D (X) = y, где (X, y) ∈ D.
Задача регрессии в машинном обучении обычно ставится следующим

образом: необходимо найти такую функцию Φ : Rm → R, которая бы
минимизировала некоторую функцию потерь L на датасете D. Функция
Φ называется моделью.

В данной работе для простоты мы намеренно не рассматриваем во-
просы, связанные с обобщающей способностью модели. Поэтому мы не
разбиваем датасет на обучающую и валидационную выборки, как это
принято при решении прикладных задач машинного обучения. Един-
ственный вопрос, который мы поднимаем, – насколько точно может опи-
сывать датасет модель, основанная на ансамбле решающих деревьев.

Обычно функция потерь (лосс-функция) L может быть представле-
на как сумма элементарных функций потерь на отдельных примерах

L (D,Φ) =
n∑
i=1

l(D (Xi) ,Φ (Xi)), где l : R2 → R – элементарная функция

потерь. В данной работе мы рассматриваем только такие лосс-функции,
которые могут быть представлены как сумма элементарных функций
потерь на индивидуальных примерах.

Различные элементарные функции потерь используются на практи-
ке: L1, L2 и другие. В данной статье мы будем рассматривать только та-
кие элементарные функции потерь l, для которых l (a, b) = 0 ⇐⇒ a = b.
Для таких функций потерь L (D,Φ) = 0 тогда и только тогда, когда
D (Xi) = Φ (Xi) для всех i ∈ {1, ..., n}, и L (D,Φ) > 0 если существует
такое i ∈ {1, ..., n}, что D (Xi) 6= Φ (Xi).

Будем говорить, что модель Φ идеально аппроксимирует датасет D,
тогда и только тогда, когда L (Φ, D) = 0. Идеальная аппроксимация
означает, что выход модели Φ (Xi) равен истинному значению yi на всех
примерах Xi из датасета.
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Ансамбль Φ из k деревьев имеет вид Φ (X) =
k∑
i=1

ti (X), ti ∈ T, где

ti – индивидуальные решающие деревья из множества всех возможных
решающих деревьев – T.

Решающее дерево t работает следующим образом. Входной вектор
подается на корневую вершину дерева. Каждая внутренняя вершина s
содержит предикат вида ps (X) = (xis ≥ rs), где xis – компонента вектора
признаков с индексом is, а rs – некоторое пороговое значение, ассоции-
рованное с вершиной. Предикаты внутренних вершин дерева последова-
тельно решают, куда должен спускаться вектор признаков X. В конце
концов X спускается до листа дерева с индексом q и весом wq. Этот вес
определяет выходное значение дерева на данном векторе признаков, то
есть t (X) = wq.

Максимальная глубина дерева d определяет максимальную длину пу-
ти (число внутренних вершин с предикатами), который ведет от корне-
вой вершины к листу. Заметим, что максимальное число листьевN реша-
ющего дерева и максимальная глубина d связаны соотношением N ≤ 2d.

Видно, что каждое решающее дерево t максимальной глубины d за-
дает кусочно-константную функцию, которая отображает Rm в R. При
этом число константных областей в пространстве признаков ограничено
сверху как 2d. Следовательно, каждое решающее дерево t может быть

представлено следующим образом t (X) =
Nt∑
q=1

Iq (X) ·wq, где q пробегает

Nt листьев дерева t, Iq (X) – индикаторная функция листа с индексом q

Iq (X) =

{
1, еслиX принадлежит листу q;
0, иначе;

wq ∈ R – вещественные веса, ассоциированные с листьями дерева.
Каждая индикаторная функция Iq (X) принимает значение 1 в обла-

сти пространства признаков, которая определена набором не более, чем
из d ограничений вида ai ≤ xi ≤ bi, где ai, bi ∈ R∪{−∞,+∞}. Обозначим
множество таких индикаторных функций как Id.

Имеет место следующее утверждение.
Теорема. Для всякого d > 1 существует датасет Dd такой, что:

1) он не может быть идеально аппроксимирован никаким ансамблем
решающих деревьев Φ c максимальной глубиной (d− 1);

2) он может быть идеально аппроксимирован одним решающим де-
ревом t глубины d.

Доказательство. Для начала рассмотрим представление решающе-

го дерева t с помощью его индикаторных функций t (X) =
Nt∑
q=1

Iq (X) ·wq.
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Следовательно, всякий ансамбль Φ может быть представлен следу-

ющим образом Φ (X) =
NΦ∑
q=1

Iq (X) ·wq, где NΦ – общее число листьев в

ансамбле Φ. Обозначим Φ (X) =
NΦ∑
q=1

Φq (X), где Φq (X) = Iq (X) · wq –

элементарная предиктивная функция, реализуемая листом q одного из
деревьев ансамбля.

Заметим, что каждая индикаторная функция решающего дерева с
максимальной глубиной (d− 1) может быть представлена следующим

образом Iq (X) =
d−1
&
i=1

p
σsi
si (X), где & – операция конъюнкции (логическое

«И»), вершины s1, ..., sd−1 соответствуют пути в дереве от корня до листа
q и

p
σsi
si =

{
psi , σsi = 1;
p̄si , иначе.

Здесь p̄si означает логическое отрицание psi . Также σsi = 1 если со-
ответствующий предикат в вершине si равен 1 и σsi = 0 иначе.

Теперь мы можем построить датасет, который не может быть ап-
проксимирован никаким ансамблем с деревьями максимальной глубины

(d− 1). Рассмотрим булеву функцию f (x1, ..., xd) =
d∑
i=1

xi, где использу-

ется сложение по модулю 2. Положим

Dd =
{

(x1, ..., xd,−1) | (x1, ..., xd) ∈ {0, 1}d, f (x1, ..., xd) = 0
}
∪

{
(x1, ..., xd,+1) | (x1, ..., xd) ∈ {0, 1}d, f (x1, ..., xd) = 1

}
.

Занумеруем все значения в датасете Dd в единый вектор Y длины
2d. Обозначим Y (x1, ..., xd) = y для всякого вектора (x1, ..., xd, y) ∈ Dd.
Далее выпишем в таком же порядке значения, предсказанные ансам-
блем Φ на примерах из датасета, и получим вектор Φ. Аналогичным
образом введем в рассмотрение Φq – вектор предсказаний q-го листа ан-
самбля на всех примерах датасета D. Заметим, что Dd содержит эле-
менты для всех возможных наборов признаков (x1, ..., xd) и, таким обра-
зом, его размер равен 2d. Далее, Y (x1, ..., xj , ...xd) = −Y (x1, ..., x̄j , ...xd)
для всякого j ∈ {1, ..., d}. Заметим, что мы можем применить логи-
ческое отрицание к признакам, потому что они принадлежат множе-
ству {0, 1}. Рассмотрим скалярное произведение 〈Y,Φ〉 в евклидовом
пространстве размерности 2d. Если ансамбль Φ идеально аппроксими-
рует Dd, тогда 〈Y,Φ〉 = ‖Y ‖2. Следовательно, если 〈Y,Φ〉 6= ‖Y ‖2,
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то Φ аппроксимирует Dd не идеальным образом. Обратим внимание,

что Φ =
NΦ∑
q=1

Φq, где Φq соответствует вектору длины 2d, который ра-

вен wq на тех позициях, где индикаторная функция Iq принимает зна-
чение 1. На других позициях вектор Φq равен нулю. Следовательно,

〈Y,Φ〉 =
NΦ∑
q=1
〈Y,Φq〉. Заметим, что индикаторная функция Iq ∈ Id−1 может

быть представлена как конъюнкция предикатов размера (d− 1), следо-
вательно, она существенно зависит не более, чем от (d− 1) признака.
Таким образом, для каждой индикаторной функции Iq найдется хотя
бы одна переменная xi такая, что Iq не зависит от нее существенным
образом. То есть Iq (x1, ..., xj , ...xd) = Iq (x1, ..., x̄j , ...xd). Следователь-
но, для каждого листа q ∈ {1, ..., NΦ} найдется такое j ∈ {1, ..., d}, что
Φq (x1, ..., xj , ...xd) = Φq (x1, ..., x̄j , ...xd). В то же время, как было показа-
но ранее, Y (x1, ..., xj , ...xd) = −Y (x1, ..., x̄j , ...xd). Из этого наблюдения
следует, что 〈Y,Φq〉 = 0 для всякого листа ансамбля q. Следовательно
〈Y,Φ〉 = 0 для каждого ансамбля максимальной глубины (d− 1).

Теперь построим одно решающее дерево глубины d, которое будет
идеально аппроксимировать Dd. В корневую вершину s1 поместим пре-
дикат ps1 (X) = (x1 ≥ 0.5). Во всех вершинах, находящихся на глубине i
в дереве, разместим предикаты pi (X) = (xi ≥ 0.5). Очевидно, что 2d ли-
стьев построенного таким образом решающего дерева будут содержать
все 2d примеров датасета Dd. Теперь осталось лишь присвоить веса ли-
стьям в соответствии со значениями из датасета Dd. Таким образом по-
строенное решающее дерево идеально аппроксимирует датасет Dd. Тео-
рема доказана.

3. Заключение

В данной работе мы доказали, что произвольный ансамбль решающих
деревьев максимальной глубины (d− 1) имеет меньшие выразительные
возможности, чем одно решающее дерево глубины d.

Одним из следствий этого результата, которое имеет важное значе-
ние для прикладных задач машинного обучения, является то, что мы не
можем компенсировать недостаток глубины решающих деревьев увели-
чением их количества в ансамбле.
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Графы ортогональности матриц над
коммутативными кольцами

О.Г. Стырт1 2

Работа посвящена исследованию графа ортогональности коль-
ца матриц над коммутативным кольцом. Доказано, что граф орто-
гональности кольца матриц размера более 1 над коммутативным
нецелостным кольцом связен и имеет диаметр 3 либо 4; получен
критерий для каждого из значений. Также доказано, что любая
его вершина удалена от некоторой скалярной матрицы не более,
чем на 2.

Ключевые слова: ассоциативное кольцо с единицей, комму-
тативное кольцо, делитель нуля, кольцо матриц, граф делителей
нуля, граф ортогональности.

1. Введение

В современной математике важное место занимает изучение свойств ас-
социативных колец в терминах графов некоторых алгебраических бинар-
ных отношений, возникающих естественным образом. Так, граф делите-
лей нуля был впервые определён в 1986 г. И. Беком [1] для коммутативно-
го кольца. Его вершинами были все делители нуля, а рёбра проводились
в точности между всеми парами различных элементов с нулевым произ-
ведением. Однако с 1999 г. используется более удобная его интерпрета-
ция, которую ввели Д. Андерсон и Ф. Ливингстон в работе [2], исключив
нулевой элемент кольца из множества его вершин. Также в ней доказано,
что граф делителей нуля коммутативного кольца связен и имеет диаметр
не более трёх; в прежней трактовке графа данные утверждения были бы
бессодержательными. В ряде дальнейших работ также изучаются раз-
личные характеристики графа делителей нуля: центр и радиус [8], во-
просы планарности [4] и однозначности восстановления кольца по графу

1Стырт Олег Григорьевич — доцент каф. дискретной математики Физтех-школы
прикладной математики и информатики МФТИ, e-mail: oleg_styrt@mail.ru.
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Mathematics and Computer Science, Chair of Discrete Mathematics.
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2020-0005.

The research is supported by the Ministry of Science and Higher Education of the
Russian Federation (Goszadaniye) 075-00337-20-03, project No. 0714-2020-0005.
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с точностью до изоморфизма [3, 5]. Для некоммутативных колец имеется
несколько разновидностей графов, определённых делителями нуля:

Название Ориентация
рёбер

Вершины Ребро из x
в y

См.

Ор. граф
делителей
нуля

есть 1- и 2-стор.
делители
нуля

xy = 0 [6, 7]

(Неор.)
граф де-
лителей
нуля

нет Ненулевые
1- и 2-стор.
делители
нуля

(xy = 0) ∨
(yx = 0)

[7]

Граф
ортого-
нальности

нет Ненулевые
двустор.
делители
нуля

(xy = 0) ∧
(yx = 0)

[9, 10]

Основные имеющиеся к текущему моменту результаты для графов
ортогональности некоммутативных колец относятся прежде всего к мат-
ричным кольцам. Так, в случае, если основное кольцо является телом,
получены следующие свойства графа ортогональности кольца (n × n)-
матриц: при n = 2 он несвязен, и все его связные компоненты имеют
диаметры не более 2, а при n ≥ 3 он связен и имеет диаметр 4. Эти
утверждения доказаны в 2014 г. для поля [9], а позднее, в 2017 г. — для
произвольного тела [10]; их также легко обобщить на целостные кольца
(путём перехода к полю частных).

В данной же работе изучен граф ортогональности кольца матриц над
коммутативным нецелостным кольцом и доказаны следующие основные
результаты.

Теорема 1. Пусть R — коммутативное кольцо с множеством дели-
телей нуля ZR 6= {0}. Тогда для любого n > 1 граф ортогональности
кольца (n×n)-матриц над R связен и имеет диаметр 3 либо 4, причём
значение 3 равносильно соотношению

∀ a0 ∈ ZR ∃ a1, a2 ∈ R \ {0} ∀ i, j ∈ {0, 1, 2}, i 6= j : aiaj = 0, (1)

а каждая его вершина удалена от некоторой скалярной матрицы не
более, чем на 2.

Теорема 2. Пусть r — радиус графа в условиях теоремы 1. Тогда

1) 2 ≤ r ≤ 4;

2) если выполнено (1), то r ∈ {2; 3};
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3) r = 2, если и только если найдётся элемент c ∈ R \ {0}, такой
что

∀ a ∈ ZR Ann(c) ∩ Ann(a) 6= 0. (2)

2. Вспомогательные соглашения

В работе будут использованы следующие обозначения и соглашения.

1) Теоретико-множественные:

• При перечислении элементов неупорядоченного набора (или
множества) используются фигурные скобки. Элементы же
упорядоченного набора перечисляются в круглых скобках
и могут повторяться.

• Dn := D × . . .×D︸ ︷︷ ︸
n

— n-я декартова степень множества D.

2) Общие алгебраические:

• Все рассматриваемые кольца предполагаются ассоциативны-
ми и с единицей.

• R — произвольное кольцо.

• Для произвольного подмножества D ⊂ R положим D∗ :=
D\{0}. В частности, через R∗ обозначается подмножество всех
ненулевых (необязательно обратимых, как в общепринятой ин-
терпретации) элементов R.

• Идеал в R собственный, если он не равен R.

• Mm×n(R) — R-модуль (m×n)-матриц над R; Mn(R) — кольцо
Mn×n(R). Если в скобках вместо кольца указывается некото-
рое его подмножество D, то такая запись означает подмноже-
ство всех матриц с элементами из D.

• 0mn — нулевая (m×n)-матрица; 0n := 0nn; En — единичная (n×
n)-матрица; Jr — жорданова клетка размера r с собственным
значением 0. Если размеры матрицы ясны из контекста, то
индексы могут опускаться.

• Ekl — матричная единица (aij), aij := δkiδlj .

• Для квадратной матрицы A над коммутативным кольцом: Ã—
матрица её алгебраических дополнений; Â :=

(
Ã
)T .

• Если A = (ak1,k2) ∈ Mn1×n2(R), Pi ∈ {1, . . . , ni}mi (i = 1, 2), то
AP1
P2

— матрица (bl1,l2) ∈ Mm1×m2(R), bl1,l2 := ak1(l1),k2(l2), где
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ki(li) — li-й элемент Pi. Если ни в P1, ни в P2 числа не повторя-
ются, то AP1

P2
есть подматрица A с номерами строк и столбцов

из P1 и P2 соответственно.

3) По видам делителей нуля:

• Элемент a ∈ R называется
– левым ( соотв. правым) делителем нуля, если найдётся

элемент b ∈ R∗, такой что ab = 0 (соотв. ba = 0);
– делителем нуля, если он является левым либо правым де-

лителем нуля;
– двусторонним делителем нуля, если он является одновре-

менно левым и правым делителем нуля.
При этом
– в коммутативном кольце понятия всех видов делителей

нуля равносильны;
– нуль есть двусторонний делитель нуля; если других де-

лителей нуля нет, то R называют кольцом без делителей
нуля.

• Целостное кольцо — коммутативное кольцо без делителей ну-
ля.

4) Из общей теории графов:

• Все рассматриваемые графы предполагаются неориентирован-
ными.

• Γ = (V,E) — произвольный граф; V и E — множества его
вершин и рёбер соответственно. При этом можно (и зачастую
удобно) задавать E при помощи симметричного бинарного от-
ношения на V .

• Две вершины смежны, если они соединены ребром.
• Подграф — граф с множеством вершин V ′ ⊂ V и, если не ого-

ворено противное, с прежним бинарным отношением, ограни-
ченным на V ′.

• Путь — последовательность вершин, из которых любые две
соседних вершины смежны.

• Длина пути — число его рёбер.
• Расстояние между вершинами v и w (обозн. d(v, w)) — наи-

меньшая длина соединяющего их пути; при его отсутствии по-
лагаем d(v, w) := +∞; знак в данном контексте очевиден и по-
этому будет опускаться. Ясно, что

(
d(v, w) = 0

)
⇔ (v = w).
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• Расстояние от вершины v до подмножества W ⊂ V (обозн.
d(v,W )) — число min

{
d(v, w) : w ∈W

}
.

• d(v) := sup
{
d(v, w) : w ∈ V

}
(v ∈ V ).

• Диаметр Γ — число diam(Γ) := sup
{
d(v, w) : v, w ∈ V

}
=

max
{
d(v) : v ∈ V

}
.

• Радиус Γ — число rad(Γ) := min
{
d(v) : v ∈ V

}
. Ясно, что

rad(Γ) ≤ diam(Γ) ≤ 2 · rad(Γ). (3)

• Граф связен, если любые две его вершины можно соединить
путём.

Замечание 1. Легко видеть, что граф с конечным диамет-
ром связен. Обратное неверно; пример — множество нату-
ральных чисел с отношением соседства.

5) По специальным графам в алгебраических структурах:

• O(R) — граф ортогональности кольца R (для коммутативного
кольца это не что иное как граф делителей нуля).

• Вершинами O(R) служат все ненулевые двусторонние делите-
ли нуля кольца R; соотношение ортогональности (xy = yx = 0)
записывается как (x ⊥ y); OR(x) — множество всех вершин,
ортогональных x.

3. Доказательства результатов

Рассмотрим произвольное коммутативное кольцо R. Через Ann(a) (a ∈
R) обозначим идеал {x ∈ R : ax = 0}, через ZR — множество

{
a ∈

R : Ann(a) 6= 0
}
всех делителей нуля. Пусть, далее, S — кольцо Mn(R)

(n > 1). Посредством естественного вложения колец R ↪→ S, a → aE
отождествим R с подкольцом RE ⊂ S (и, таким образом, O(R) — с под-
графом графа O(S)). Для A ∈ S положим IA := Ann(detA) �R.

Граф O(R) связен и имеет диаметр не более 3 (см. теорему 2.3 в [2,
§ 2]). Кроме того, если R — тело, то

1) при n = 2 граф O(S) несвязен, и все его связные компоненты имеют
диаметры ≤ 2;

2) при n ≥ 3 граф O(S) связен и имеет диаметр 4.

Эти результаты получены в [9, § 4] для полей (лемма 4.1 и теорема 4.5
соответственно), а в [10, § 2] обобщены на произвольные тела (лемма 2.2
и теорема 2.1 соответственно). Переносятся они и на целостные кольца
(путём перехода к полю частных).
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Теорема 3. Для любых матрицы A ∈ S и собственного идеала I � R,
содержащего detA, найдётся матрица B ∈ S \

(
Mn(I)

)
, такая что

AB,BA ∈Mn(I).

Доказательство. Положим Qm := {1, . . . ,m} и Pm := (1, . . . ,m) ∈ Nm
(m ∈ N).

Рассмотрим всевозможные тройки (k, P ′, P ′′) (k ≥ 0, P ′, P ′′ ∈ (Qn)k),
удовлетворяющие соотношению det(AP

′
P ′′) /∈ I. Для любой из них ни в P ′,

ни в P ′′ нет повторяющихся чисел и, согласно условию, k < n. Кроме
того, по крайней мере одна такая тройка существует: для k := 0 и пустых
наборов P ′, P ′′ соответствующая (0×0)-матрица имеет определитель 1 /∈
I. Значит, мы можем фиксировать одну из этих троек с наибольшим
возможным k, и тогда 0 ≤ k < n, m := k + 1 ∈ Qn.
Случай 1). P ′ = P ′′ = Pk.

По построению det(APk
Pk

) /∈ I. Далее, положим C := APm
Pm
∈Mm(R),

B :=

(
Ĉ 0mn−m

0n−mm 0n−m

)
∈ S.

Тогда bm,m = det(APk
Pk

) /∈ I, откуда B /∈ Mn(I). Покажем, что
AB,ATBT ∈ Mn(I), т. е. что для любых p, q ∈ Qn матричные элемен-
ты (AB)p,q и (ATBT )p,q лежат в I. Будем считать, что p ∈ Qn и q ∈ Qm
(иначе (AB)p,q = (ATBT )p,q = 0). Пусть P ∈ (Qn)m — набор, получен-
ный из Pm заменой q-го элемента на p. Ввиду максимальности k, а также
неравенства m > k, имеем det(APPm

),det(APm
P ) ∈ I,

(AB)p,q =
∑

i∈Qn

(ap,ibi,q) =
∑

i∈Qm

(
ap,i(Ĉ)i,q

)
=
∑

i∈Qm

(
ap,i(C̃)q,i

)
= det(APPm

) ∈ I;

(ATBT )p,q =
∑

i∈Qn

(
(AT )p,i(B

T )i,q
)

=
∑

i∈Qm

(
ai,p(C̃)i,q

)
= det(APm

P ) ∈ I.

Тем самым установлено, что AB, (BA)T = ATBT ∈Mn(I), откуда BA ∈
Mn(I).

Случай 2). P ′, P ′′ ∈ (Qn)k — произвольные наборы.

В каждом из наборов P ′ и P ′′ все числа попарно различны. Значит,
надлежащими перестановками строк и столбцов можно из A получить
матрицу A0, попадающую под случай 1) с тем же k. По уже доказанному,
существует матрица B0 ∈ S \

(
Mn(I)

)
, для которой A0B0, B0A0 ∈Mn(I).

При этом найдутся мономиальные (стало быть, обратимые) матрицы
C1, C2 ∈ S, такие что A = C1A0C

−1
2 . Умножение матрицы слева (соотв.

справа) на мономиальную переставляет её строки (соотв. столбцы), и,
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следовательно, B := C2B0C
−1
1 ∈ S \

(
Mn(I)

)
, AB = C1(A0B0)C

−1
1 , BA =

C2(B0A0)C
−1
2 ∈Mn(I).

Следствие 1. Если A ∈ S и c ∈ I∗A, то в подмножестве (cS)∗ ⊂ S
существует элемент, ортогональный A.

Доказательство. По условию I := Ann(c)�R — собственный идеал, со-
держащий detA. Согласно теореме 3, найдётся матрица B ∈ S \

(
Mn(I)

)
,

для которой AB,BA ∈ Mn(I). В таком случае C := cB 6= 0 и c(AB) =
c(BA) = 0, т. е. C ∈ (cS)∗ и AC = CA = 0.

Лемма 1. Для произвольного A ∈ S следующие условия эквивалентны:

1) detA ∈ ZR;

2) IA 6= 0;

3) в S∗ существует элемент, ортогональный A;

4) A — двусторонний делитель нуля;

5) A — делитель нуля.

Доказательство. Импликации 1)⇔ 2) и 3)⇒ 4)⇒ 5) очевидным обра-
зом вытекают из определений, а импликация 2)⇒ 3) — из следствия 1.

Докажем импликацию 5)⇒ 1). Предположим, что, не умаляя общно-
сти, A — левый делитель нуля, т. е. что AB = 0 для некоторого B ∈ S∗.
Тогда ÂA = (detA)E, откуда (detA)B = ÂAB = 0. Осталось воспользо-
ваться нетривиальностью B.

Следствие 2. Все делители нуля в S двусторонние.

Пусть ZS ⊂ S — подмножество всех элементов A ∈ S, удовлетворяю-
щих каждому из эквивалентных условий 1)—5) леммы 1, т. е. множество
всех делителей нуля кольца S. Тогда множество вершин графа O(S)
есть Z∗S .

Далее будем считать, что Z∗R 6= ∅.

Утверждение 1. Если I �R и I 6= 0, то ZR ∩ I 6= {0}.

Доказательство. Предположим, что ZR ∩ I = {0}. Существуют элемен-
ты b ∈ I∗ и c ∈ Z∗R; тогда bc ∈ ZR ∩ I = {0}. Итак, bc = 0 6= c, откуда
b ∈ ZR ∩ I∗ = ∅. Получили противоречие.

Лемма 2. Если для подмножества D ⊂ S идеал I :=
⋂
A∈D

IA � R нену-

левой, то существуют элементы b ∈ Z∗R и CA ∈ S∗, A ∈ D, такие что
bE ⊥ CA ⊥ A (A ∈ D).
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Доказательство. Согласно утверждению 1, идеал I содержит элемент
c ∈ Z∗R. Тогда bc = 0, где b ∈ Z∗R. Далее, для произвольного A ∈ D имеем
c ∈ I∗A и, ввиду следствия 1, найдётся элемент CA ∈ (cS)∗, ортогональ-
ный A; при этом bCA ∈ bcS = 0, bE ⊥ CA.

Следствие 3.

1) Для любого A ∈ Z∗S имеем d
(
A,O(R)

)
≤ 2.

2) Если A1, A2 ∈ Z∗S и IA1 ∩ IA2 6= 0, то d(A1, A2) ≤ 4.

Доказательство. Достаточно применить лемму 2 к подмножествам {A}
и {A1, A2} множества S.

Лемма 3. Если Ai ∈ Z∗S, ci ∈ I∗Ai
(i = 1, 2) и c1c2 = 0, то d(A1, A2) ≤ 3.

Доказательство. В силу следствия 1, для любого i = 1, 2 найдётся эле-
мент Ci ∈ (ciS)∗, такой что Ci ⊥ Ai. При этом C1C2, C2C1 ∈ c1c2S = 0,
C1 ⊥ C2.

Определение. Будем говорить, что идеал I�R не имеет делителей
нуля, если I∗I∗ 63 0, т. е. если кольцо (вообще говоря, без единицы) I не
имеет делителей нуля.

Лемма 4. Если A1, A2 ∈ Z∗S и d(A1, A2) > 3, то IAi (i = 1, 2) — один
и тот же идеал без делителей нуля.

Доказательство. Согласно лемме 3, I∗A1
I∗A2
63 0. Осталось доказать, что

IA1 = IA2 .
Допустим, что IA1 6= IA2 . Не умаляя общности, будем считать, что

найдётся элемент c ∈ IA1 \ IA2 . Полагая a := detA2, имеем IA2 = Ann(a),
b := ca ∈ I∗A1

и bIA2 = caIA2 = 0, откуда bI∗A2
⊂ {0} ∩ (I∗A1

I∗A2
) = ∅,

I∗A2
= ∅, IA2 = 0, что невозможно.

Теорема 4. Граф O(S) связен и имеет диаметр не более 4.

Доказательство. Предположим, что существуют элементы A1, A2 ∈ Z∗S ,
такие что d(A1, A2) > 4. По лемме 4 0 6= IA1 = IA2 = IA1 ∩ IA2 , что
противоречит следствию 3.

Теорема 5. Имеем diam
(
O(S)

)
≥ 3, причём строгое неравенство экви-

валентно существованию идеала вида Ann(a)�R (a ∈ ZR) без делителей
нуля.

Доказательство. Наподобие примеров из [9, 10], дающих нижние оцен-
ки диаметра, для произвольного a ∈ ZR положим I := Ann(a) � R
и A := Jn + aEn1 ∈ S. Заметим, что
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• A,AT ∈ Z∗S , OS(A) = I∗E1n, OS(AT ) = I∗En1;

• a12 = 1 6= a21, (AAT )11 = 1 и OS(A) ∩ OS(AT ) = ∅, откуда
d(A,AT ) ≥ 3;

• если I∗I∗ 63 0, то
(
OS(A)

)(
OS(AT )

)
= (I∗I∗)E11 63 0 и, значит,

d(A,AT ) ≥ 4.

Ввиду вышесказанного, diam
(
O(S)

)
≥ 3, причём для строгого неравен-

ства достаточно существования идеала вида Ann(a) � R (a ∈ ZR) без
делителей нуля. Обратно, в случае строгого неравенства по лемме 4 для
некоторых элементов A ∈ ZS и a := detA ∈ ZR идеал IA = Ann(a) � R
не имеет делителей нуля.

Теперь основная теорема 1 вытекает из теорем 4 и 5, а также след-
ствия 3. Из неё, а также из неравенств (3) следуют утверждения 1) и 2)
теоремы 2. Докажем 3).

Предположим, что rad
(
O(S)

)
= 2. Найдутся элементы C ∈ Z∗S , c ∈ R∗

и k, l ∈ Qn, такие что d(C,A) ≤ 2 (A ∈ Z∗S) и ckl = c. Далее, существует
подстановка σ ∈ Sn, для которой m := σ(k) 6= l.

Пусть a ∈ ZR — произвольный элемент.
Положим I := Ann(a) � R и A :=

(∑
i 6=k

Ei,σ(i)

)
+ aEkm ∈ S. Заметим,

что

• A ∈ Z∗S , OS(A) = I∗Emk;

• A 6= C (иначе akl = c 6= 0, m = l);

• (m, k) 6= (k, l) (иначе m = k = l), откуда C /∈ OS(A).

Таким образом, d(C,A) = 2, и тогда найдётся элемент B ∈ Z∗S , орто-
гональный C и A. Имеем B = bEmk, где b ∈ I∗. При этом BC = 0,
0 = (BC)ml = bc, b ∈ Ann(c) ∩ I∗.

Ввиду произвольности a ∈ ZR, элемент c ∈ R∗ удовлетворяет (2).
Обратно, предположим, что для некоторого c ∈ R∗ выполнено (2).

Покажем, что элемент C := cE ∈ S∗ удовлетворяет для каждого A ∈ Z∗S
неравенству d(C,A) ≤ 2.

Пусть A ∈ Z∗S — произвольный элемент. Тогда detA ∈ ZR, и, вви-
ду (2), существует элемент b ∈ I∗A, такой что cb = 0. Далее, согласно
следствию 1, найдётся элемент B ∈ (bS)∗, ортогональный A; при этом
cB ∈ cbS = 0, C ∈ Z∗S , C ⊥ B ⊥ A, d(C,A) ≤ 2.

Тем самым теорема 2 полностью доказана.

32



Благодарности

Автор благодарит д.ф.-м. н. проф. Э.Б. Винберга за привитый интерес
к алгебре.

Автор посвящает статью заместителю директора департамента ми-
нистерства сельского хозяйства РФ Е.Н. Трошиной.

Список литературы

[1] Beck I., “Coloring of commutative rings”, J. Algebra, 116 (1988), 208–
226.

[2] Anderson D. F., Livingston P. S., “The zero-divisor graph of
a commutative ring”, J. Algebra, 217 (1999), 434–447.

[3] Anderson D.F., Frazier A., Lauve A., Livingston P. S., “The zero-divisor
graph of a commutative ring, II”, Lect. Notes Pure Appl. Math., Marcel
Dekker, New York, 220 (2001), 61–72.

[4] Akbari S., Maimani H.R., Yassemi S., “When zero-divisor graph is
planar or a complete r–partite graph”, J. Algebra, 270 (2003), 169–180.

[5] Akbari S., Mohammadian A., “On the zero-divisor graph of
a commutative ring”, J. Algebra, 274 (2004), 847–855.

[6] Akbari S., Mohammadian A., “Zero-divisor graphs of non-commutative
rings”, J. Algebra, 296 (2006), 462–479.

[7] Akbari S., Mohammadian A., “On zero-divisor graphs of finite rings”,
J. Algebra, 314 (2007), 168–184.

[8] Redmond S. P., “Central sets and radii of the zero-divisor graphs of
commutative rings”, Comm. in Algebra, 34:7 (2006), 2389–2401.

[9] Бахадлы Б.Р., Гутерман А.Э., Маркова О.В., “Графы, определён-
ные ортогональностью”, Зап. научн. семин. ПОМИ, 428 (2014), 49–
80.

[10] Гутерман А.Э., Маркова О.В., “Графы ортогональности матриц над
телами”, Зап. научн. семин. ПОМИ, 463 (2017), 81–93.

Orthogonality graphs of matrices over commutative rings
Styrt O.G.

33



The paper is devoted to studying the orthogonality graph of
the matrix ring over a commutative ring. It is proved that the
orthogonality graph of the ring of matrices with size greater than 1 over
a commutative ring with zero-divisors is connected and has diameter 3
or 4; a criterion for each value is obtained. It is also shown that each
of its vertices has distance at most 2 from some scalar matrix.

Keywords: associative ring with identity, commutative ring, zero-
divisor, matrix ring, zero-divisor graph, orthogonality graph.
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Выразимость CPL-функций нейронными
схемами над ReLU-базисами

В.Г. Шишляков1

В работе рассматривается вопрос выразимости любой кусочно-
линейной непрерывной функции многих переменных в виде ней-
ронной схемы над базисом с нелинейностями типа max. Затем ре-
зультат переносится на нейронные схемы, построенные над базисом
с единственной нелинейной функцией RELU.

Перед доказательством результата формулируются и доказы-
ваются несколько вспомогательных, технических лемм, расширя-
ющих имеющиеся знания о свойствах кусочно-линейных функций
и классов эквивалентности, порожденных некоторым набором ги-
перплоскостей.

Также в работе даются оценки нелинейной сложности и глуби-
ны для построенных нейронных схем в двух данных базисах.

Наконец, в работе доказывается равенство класса кусочно-
линейных непрерывных функций, класса функций, представимых
нейронными схемами над базисом первого типа и класса функций,
представимых нейронными схемами над базисом второго типа.

Ключевые слова: Нейронные схемы, архитектура, восста-
новление функций, выразимость функций, выпуклые функции,
кусочно-линейные непрерывные функции, RELU-функции, функ-
ция максимума

1. Введение

В данной работе продолжается изучение вопросов выразимости функ-
ций, которые впервые подробно были исследованы в работе [1]. В работе
[1] был заложен фундамент в виде определений, связывающих понятия
нейронных сетей с классическими понятиями дискретной математики,
такими, как схемы функциональных элементов и автоматные функции
[2], а также рассмотрены некоторые проблемы, с которыми часто прихо-
дится сталкиваться при построении нейросетевой архитектуры.

А именно, в исследовании [1] было предложено рассмотрение ней-
ронных сетей с точки зрения схем функциональных элементов над опре-
деленным заранее фиксированным набором функциональных элементов

1Шишляков Владимир Геннадьевич — аспирант каф. математической теории ин-
теллектуальных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: bolotmaks@yandex.ru.

Shishlyakov Vladimir Gennad’evich — graduate student, Lomonosov Moscow State
University, Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of
Intellectual Systems.
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(базисом) и сравнение (с теоретико-множественной точки зрения) множе-
ства функций, соответствующих всем таким схемам, с классом функций,
обладающих определенными свойствами.

Упомянутые выше схемы, согласно [1], будем называть нейронными
схемами. Данные схемы, по сути, являются синонимами термина нейрон-
ная сеть, так как нейронную сеть можно получить из нейронной схемы,
группируя определенные комбинации функциональных элементов в ней-
роны, что подробно описано в работах [3] и [4].

Также в работе [1] было решено множество задач, давших сильную
базу в виде самих результатов, а также методов и идей их доказательств,
для решения дальнейших подобных задач. В частности, в работе [1] было
показано, что класс функций, реализуемых классическими нейронными
сетями Мак-Каллока и Питтса (с функциями активации Хевисайда) [5] в
точности совпадает с классом кусочно-параллельных функций. Однако,
данный класс функций является достаточно узким классом, при помощи
которого невозможно полноценно решать, например, задачи регрессии.

Подобные вопросы выразимости исследовались также в работах [6],
[7], [8], [9], [10], [11]. В работах [6], [7], [8] и [9] был доказан ряд ин-
тересных результатов, связанных с выразимостью различных классов
функций, обладающих определенными свойствами, над базисами, состо-
ящими из функций, обладающих определенными характеристиками, во
многом схожими с базисами из работы [1]. В работах [10] и [11] доказаны
результаты, являющиеся частными случаями результата, доказанного в
данном исследовании. О полученных в работах [10] и [11] результатах
будет подробнее рассказано ниже.

Стоит отметить, что помимо классических нейронных сетей с функ-
цией активации Хевисайда есть нейронные сети с другими функциями
активации. В частности, большое распространение в современных ар-
хитектурах получила ставшая классической функция активации RELU.
Возникает теоретический интерес - выяснить, какой класс функций вы-
ражается при помощи нейронных сетей с указанной функцией актива-
ции.

В силу того, что базис для построения нейронных сетей с RELU
функциями активации содержит лишь кусочно-линейные непрерывные
функции, а классы кусочно-линейных и непрерывных функций замкну-
ты по операции суперпозиции [1],[6], то возникает гипотеза, что, класс
функций, представимых нейронными сетями над базисами с функциями
активации RELU, совпадает с классом кусочно-линейных непрерывных
функций.

Данная гипотеза частично была исследована в работах [7], [10] и [11].
В работе [10] было доказано, что нейронные схемы, построенные над ба-
зисом, состоящим из линейных функций и функции модуля, могут вос-
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станавливать произвольную кусочно-линейную непрерывную функцию
одной и двух переменных.

В работе [7] было доказано, что нейронные схемы над базисом, со-
стоящим из линейных функций и функции RELU, могут восстанавли-
вать произвольную кусочно-линейную непрерывную функцию от одной
и двух переменных.

Отметим, что вопрос исследования функций с бо́льшим числом пе-
ременных в работах [7] и [10] затронут не был.

В работе [11] было доказано, что любую выпуклую кусочно-линейную
непрерывную функцию можно выразить в виде нейронной схемы над лю-
бым из двух базисов, один из которых содержит все линейные функции
и нелинейности max(x1, ..., xn) от любого числа аргументов, а второй со-
держит все линейные функции и функцию RELU.

Текущее исследование является продолжением серии публикаций, на-
чатой в работе [11]. В текущей статье доказывается основная теорема о
том, что произвольную кусочно-линейную непрерывную функцию мож-
но представить нейронной схемой над базисом из линейных функций и
функций max(x1, ..., xn) от любого числа аргументов, а затем доказыва-
ется аналогичное утверждение для базисов с единственной нелинейно-
стью — функцией RELU, которая может использоваться, как функция
активации получаемых из данных схем нейронных сетей.

Доказательство упомянутой теоремы идейно базируется на результа-
тах работы [11], однако текущая работа является полноценным и скорее
основным исследованием, в силу того, что при развертывании идеи до-
казательства на математический язык потребовалось доказать гораздо
больший объем вспомогательных утверждений, чем было доказано в ра-
боте [11].

Таким образом, в данной работе устанавливается связь в виде равен-
ства между классом кусочно-линейных непрерывных функций и функ-
циями, получаемыми из схем в упомянутых выше базисах и, помимо
сказанного, доказывается множество замечательных свойств классов эк-
вивалентности и кусочно-линейных непрерывных функций, которые в
дальнейшем используются при доказательстве основного результата.

Также в данной работе даются оценки сверху нелинейной сложности
и нелинейной глубины полученных нейронных схем.
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2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Определим основные понятия, которые используются в данной статье.
Для начала ведем понятие базиса нейронной схемы и связанные с ним
понятия, следуя работам [1], [2] и [3].

Базисом будем называть некоторый набор функциональных элемен-
тов, где каждый функциональный элемент представляет из себя пару
(S, f(x1, ..., xn)), в которой f(x1, ..., xn) : Rn → R, а S – сопоставленный
ей графический объект с n входными стрелками и одной выходной стрел-
кой (кратко – входы и выход объекта S). Входам объекта S приписаны
слева направо переменные x1, ..., xn, являющиеся аргументами функции
f , выходу приписан выход функции f .

В данной работе будем рассматривать два базиса (1) и (2), приведен-
ных ниже.

B1 = {c, γ · x,
∑

n

(x1, ..., xn),max(x1, ..., xn)} (1)

B2 = {c, γ · x,
∑

n

(x1, ..., xn), RELU(x)} (2)

Подробное описание функций из базисов (1) и (2) и их графические
обозначения можно найти в работе [11].

Функциональные элементы max и RELU из базисов (1) и (2) будем
называть нелинейными. Все остальные элементы данных базисов будем
называть линейными.

Подробнее о том, как строятся схемы функциональных элементов из
элементов любого из рассматриваемых в данной работе базисов, описано
в [1]. Получаемые схемы называются нейронными схемами. Множество
нейронных схем, получаемых из элементов некоторого базиса B, будем
обозначать [B].

Будем говорить, что функция f : Rn → R представима (выражается,
восстанавливается) нейронной схемой над некоторым базисом B, если
∃g ∈ [B] : ∀x ∈ Rn f(x) = g(x).

Путем в нейронной схеме назовем последовательность функциональ-
ных элементов (S1, f1), ..., (Sk, fk) схемы, таких, что:

• Один из входов элемента (S1, f1) является входом схемы

• Выход элемента (Sk, fk) является выходом схемы

• Один из входов элемента (Si, fi) является выходом элемента
(Si−1, fi−1) при i ∈ {2, ..., k}
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Длиной пути называется число нелинейных элементов, содержащих-
ся в нем.

Нелинейной глубиной схемы называется длина самого длинного пути
в данной схеме. Нелинейной сложностью схемы называется число всех
нелинейных элементов в схеме.

Далее введем важнейшие понятия для данной работы — это поня-
тия гиперплоскости, класса эквивалентности, кусочно-линейной функ-
ции, функции класса CPL, а также связанные с ними понятия.

Пусть дано пространство Rn. Гиперплоскостью (плоскостью размер-
ности n−1) будем называть геометрическое место точек l = {(x1, ..., xn) ∈
Rn|a1x1 + ...+anxn+c = 0} (где a1, ..., an, c – константы, причем a1, ..., an
не равны нулю одновременно).

Пусть x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. Тогда под значением l(x) будем понимать
значение a1x1 + ...+ anxn + c.

Будем говорить, что точка x лежит на гиперплоскости l, если l(x) =
0. Таким образом, гиперплоскость – это множество решений уравнения
l(x) = 0.

Так как по уравнению вида a1x1 + ... + anxn = 0 можно в точности
восстановить гиперплоскость, то в дальнейшем будем иногда определять
гиперплоскость через ее уравнение, а само уравнение будем называть
уравнением, определяющим гиперплоскость.

Вместе с гиперплоскостью l = {(x1, ..., xn) ∈ Rn|a1x1 + ... + anxn +
c = 0} естественным образом определяются два полупространства l+ =
{(x1, ..., xn) ∈ Rn|a1x1 + ...+anxn + c > 0} и l− = {(x1, ..., xn) ∈ Rn|a1x1 +
...+anxn+c < 0}. Очевидно, что l+∪l−∪l = Rn для любой гиперплоскости
l.

В дальнейшем под некоторым набором гиперплоскостей всегда будем
подразумевать именно множество гиперплоскостей, то есть множество
геометрических мест точек, отличных друг от друга, если не оговорено
иное. Следует отметить, что все дальнейшие определения и большин-
ство доказанных утверждений остаются верными и для случая, если в
наборах гиперплоскостей разрешить повторения. Однако в данном слу-
чае оказывается неверной лемма 13, рассмотренная далее, а также все
утверждения, в доказательствах которых явно или неявно используется
данная лемма. Именно поэтому в данной работе используется указанное
ограничение.

Гиперплоскостью размерности n− k будем называть геометрическое
место точек, полученное, как пересечение k гиперплоскостей размерно-
сти n− 1.

Пусть x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, а l1, ..., lk – некоторые гиперплоскости,
определяемые выражениями li = {(x1, ..., xn) ∈ Rn|ai1x1+...+ainxn+ci =
0}, i = 1, ..., k.
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Рассмотрим вектор-функцию σ(x) = (sgn(a11x1 + ... + a1nxn +
c1), ..., sgn(ak1x1 + ...+ aknxn + ck)), которая называется сигнатурой век-
тора x [1]. Каждая ее компонента показывает расположение точки x от-
носительно каждой из гиперплоскостей l1, ..., lk.

Будем считать точки x, y ∈ Rn эквивалентными относительно гипер-
плоскостей l1, ..., lk и обозначать это x ∼ y, если σ(x) = σ(y).

Очевидно, что отношение x ∼ y является отношением эквивалент-
ности [1]. Следовательно, гиперплоскости разбивают Rn на множество
непустых, непересекающихся классов R1, ..., Rs, дающих в объединении
все множество Rn.

Сигнатурой всякого класса Ri ∈ {R1, ..., Rs} назовем значение
σ(Ri) = σ(x), где x – произвольный элемент класса Ri. Отметим, что
определение корректно, так как по построению ∀x, y ∈ Ri σ(x) = σ(y)
[1].

Так как в доказательствах иногда удобно обращаться к компонентам
вектора сигнатуры, то обозначим σu(Ri) и σu(x) - значения компоненты
с номером u сигнатур класса Ri и вектора x ∈ Rn, соответственно.

В дальнейшем мы хотим оперировать не самими классами эквива-
лентности, а их сигнатурами. Однако бывают случаи, когда всевозмож-
ных сигнатур больше, чем классов эквивалентности в разбиении про-
странства рассматриваемым набором гиперплоскостей.

Если рассмотреть системы равенств и неравенств, соответствующие
сигнатурам, для которых не нашлось классов эквивалентности, можно
легко убедиться, что данные системы будут иметь пустые множества
решений. Поставим в соответствие таким сигнатурам пустые множества
и назовем их пустыми (мнимыми) классами эквивалентности.

Таким образом, сигнатурами пустых классов являются все оставши-
еся комбинации векторов из {−1, 0, 1}k, которые не соответствуют ни
одному классу эквивалентности из классического разбиения простран-
ства, порожденного отношением эквивалентности σ(x) = σ(y). Так как
пустые классы в некотором смысле неотличимы, то не имеет значения -
какая сигнатура из данных оставшихся комбинаций присваивается вы-
бираемому пустому классу (главное, чтобы у всех пустых классов были
различные сигнатуры).

Здесь и далее под множеством классов эквивалентности, полученных
в результате разбиения пространства Rn некоторым набором гиперплос-
костей, всегда будем понимать это расширенное множество классов, сре-
ди которых есть пустые множества, если не оговорено иное.

Данное допущение никоем образом не портит картину, так как добав-
ленные пустые классы не пересекаются по определению, и новое расши-
ренное множество классов будет давать в объединении все множество Rn.
Непустота же классов будет в дальнейшем каждый раз оговариваться.
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Однако, при этом, любой сигнатуре теперь будет соответствовать неко-
торый класс из полученного разбиения.

Множество классов эквивалентности {R1, ..., Rs}, полученное объеди-
нением разбиения пространства Rn некоторым набором гиперплоско-
стей {l1, ..., lk} при помощи введенного выше отношения эквивалентности
x ∼ y и пустых классов, соответствующих сигнатурам, которым изна-
чально никакие классы не соответствовали, будем называть разбиением
пространства Rn или просто разбиением.

Класс эквивалентности Ri назовем плоским, если ∃lj ∈ {l1, ..., lk} :
Ri ⊂ lj .

Класс эквивалентности Ri назовем объемным, если он не является
плоским.

Очевидно, что если Ri – непустой и объемный, то он имеет сигнатуру
σ = (σ1, ..., σk) : σj 6= 0 ∀j ∈ {1, ..., k}. Если же класс Ri – непустой и
плоский, то он имеет сигнатуру σ = (σ1, ..., σk), в которой ∃j ∈ {1, ..., k} :
σj = 0.

Пусть дан объемный класс эквивалентности Ri ⊂ Rn, имеющий сиг-
натуру σ = (σ1, ..., σk). Тогда контуром размерности n − l, l ∈ {1, ..., n}
данного класса назовем объединение всех классов эквивалентности, име-
ющих сигнатуры σ′, содержащиеся во множестве векторов, полученных
из сигнатуры σ = (σ1, ..., σk) занулением всех возможных комбинаций из
l компонент вектора σ.

Контуром будем называть объединение контуров размерностей n −
1, n − 2, ..., 0. Контур класса Ri обозначим ∂lin Ri. Контур класса Ri

размерности k будем обозначать ∂klin R
i, k ∈ {0, ..., n− 1}.

Если требуется посмотреть на контур не как на объединение классов
эквивалентности, а как на множество классов эквивалентности, будем
обозначать это ∂set lin Ri и ∂kset lin R

i, k ∈ {0, ..., n−1}. Другими словами,
∂lin R

i =
⋃

R∈∂set lin Ri

R и ∂klin R
i =

⋃
R∈∂kset lin R

i

R.

Размерностью непустого класса Ri назовем число n− l, l ∈ {0, ..., n},
где l – число нулевых компонент вектора сигнатуры класса Ri.

Отметим, что, число нулевых компонент вектора сигнатуры всяко-
го класса Ri лежит во множестве {0, ..., k}, где, вообще говоря, k 6= n.
В случае, когда k < n, могут получаться лишь классы размерности, не
меньшей n− k. Если же k > n, то при занулении более, чем n компонент
вектора сигнатуры будут получаться всегда пустые классы эквивалент-
ности. Случай же k = n является самым сбалансированным – в данном
случае могут существовать непустые классы любой размерности, при
этом классы даже с полностью нулевыми сигнатурами могут оказаться
непустыми.
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Для пустых классов эквивалентности не будем вводить никакого по-
нятия размерности, так как такие классы в дальнейшем нас не интере-
суют.

Пусть LN = {l1, ..., lN} – множество гиперплоскостей. Тогда обозна-
чим R(LN ) – множество всех непустых классов, получаемых при разби-
ении пространства Rn данными гиперплоскостями (то есть классическое
разбиение пространства Rn отношением эквивалентности, заданным ра-
венством сигнатур). Также обозначим V (LN ) – множество всех непустых
объемных классов, полученных при разбиении пространства Rn гипер-
плоскостями LN . Очевидно, что V (LN ) ⊂ R(LN ).

Под выражениями R(∅) и V (∅) будем понимать множество из одного
класса эквивалентности, совпадающего с Rn.

Отметим, что множества R(LN ) и V (LN ) могут тоже иногда назы-
ваться разбиениями пространства Rn гиперплоскостями LN или просто
разбиениями. Однако, когда речь будет идти только о непустых или непу-
стых объемных классах эквивалентности, в предложении будет всегда
указываться обозначение R(LN ) или V (LN ), соответственно.

Два непустых объемных класса R+, R− из некоторого разбиения, та-
ких, что R+ 6= R−, будем называть смежными, если существует непустой
(n−1)-мерный класс R0 из данного разбиения, такой, что R0 ⊂ R+∩R−.
Обозначать это соотношение будем, как R+|R− или R−|R+, так как оче-
видно, что отношение смежности является симметричным.

Класс R0 будем называть пограничным классом.
Классы R1, R2 ∈ V (L) : R1 6= R2 будем называть связанными по

смежности, если для них выполняется, что R1|R2 или ∃R(1), ..., R(r) ∈
R(L) : R1|R(1)|...|R(r)|R2.

Пусть L = {l1, ..., lk} и дано множество R(L) = {R1, ..., Rs} непустых
классов, порождаемых разбиением пространства Rn гиперплоскостями
L = {l1, ..., lk}. Тогда укрупнением разбиения R(L) называется всякое
разбиение R(L′), где L′ ⊂ L.

Другими словами, укрупнением разбиения называется разбиение, по-
лученное из исходного разбиения удалением одной или нескольких ги-
перплоскостей.

По определению будем считать, что всякое укрупнение R(∅) – это
снова R(∅).

Очевидно, что если R(L) – некоторое разбиение, а R(L′) – его укруп-
нение, то ∀R ∈ R(L) ∃R′ ∈ R(L′) : R ⊂ R′.

Будем говорить, что функция f(x) является кусочно-линейной [1] и
обозначать это f(x) ∈ PL, если существует разбиение некоторым мно-
жеством гиперплоскостей L, такое что ∀Ri ∈ R(L) ⊂ {R1, ..., Rs} выпол-
няется ∀x ∈ Ri f(x) = bi · x+ di, где bi, di – константы.
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Другими словами, кусочно-линейной будем называть всякую функ-
цию, для которой существует разбиение, над каждым непустым классом
которого ее поведение можно описать некоторой линейной функцией.

Всякую функцию fRi(x) = bi ·x+di будем называть линейной частью
функции f(x) на классе Ri.

Иногда, чтобы сразу ввести кусочно-линейную функцию и зафикси-
ровать валидирующее (проверяющее) ее разбиение, будем говорить, что
функция f(x) – кусочно-линейная функция, заданная над (разбиением,
классами) {R1, ..., Rs}, где в качестве разбиения будет использоваться
либо классическое разбиение с непустыми классами эквивалентности,
либо расширенное разбиение, в котором к непустым классам добавлены
мнимые классы эквивалентности.

Также иногда будем говорить, что функция f(x) – кусочно-линейная
функция, заданная над набором гиперплоскостей {l1, ..., lk}. В этом слу-
чае будем подразумевать, что f(x) задана над разбиением {R1, ..., Rs},
которое порождается гиперплоскостями {l1, ..., lk}.

CPL-функцией назовем всякую кусочно-линейную непрерывную
функцию. Множество всех непрерывных кусочно-линейных функций
обозначим CPL.

Пусть дана некоторая функция f(x) : Rn → R. Сечением функции
f(x) прямой l = (x1;x2) назовем функцию fx1,x2(t) = f((1− t) ·x1 + t ·x2)
одного аргумента t ∈ R.

Отметим, что иногда для краткости удобно опускать или сокращать
обозначение прямой, по которой производится сечение, и писать fl(t) или
просто f(t).

Сечение всякой функции f(x) произвольной прямой (x1;x2) обладает
следующими очевидными свойствами:

1) f(0) = f(x1), f(1) = f(x2).

2) ∀ξ ∈ (x1;x2) ∃tξ ∈ (0; 1) : f(tξ) = f(ξ).

3) Если f(x) – непрерывная функция, то f(t) – тоже непрерывная
функция.

4) Если f(x) – линейная функция, то f(t) – линейная функция одного
аргумента.

5) Если f(x) – выпуклая функция, то f(t) – тоже выпуклая функция,
как сужение выпуклой функции на выпуклое множество.

6) Вообще говоря, сечения функции f(x) прямыми (x1;x2) и (x2;x1) –
это два разных сечения из-за разницы в параметризации прямых.
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Пусть fRi(t), fRj (t) – сечения линейных частей функции f(x) некото-
рой прямой (x1;x2). Тогда разницей сечений линейных частей (дельтой
линейных частей) назовем функцию A(t) = fRi(t)− fRj (t).

Функция A(t) обладает следующими очевидными замечательными
свойствами:

1) Если ∃ξ ∈ (x1;x2) : fRi(ξ) = fRj (ξ), то A(tξ) = 0 и наоборот.
А также, в частности, fRi(x1) = fRj (x1) эквивалентно тому, что
A(0) = 0, а fRi(x2) = fRj (x2) эквивалентно тому, что A(1) = 0.

2) A(t) является линейной функцией одного аргумента, как разность
двух линейных одноместных функций.

Пусть f(x) – CPL-функция, заданная над разбиением {R1, ..., Rs},
порожденным гиперплоскостями {l1, ..., lk} и пусть R+, R− – два смеж-
ных класса эквивалентности по пограничному классу R0. Тогда склей-
кой классов R+, R− назовем функцию g(x), для которой выполняется
два свойства:

1) g(x) = max(fR+(x), fR−(x)) или g(x) = min(fR+(x), fR−(x));

2) g(x) = f(x) ∀x ∈ R+ ∪R− ∪R0.

Очевидно, что любая склейка — это CPL-функция, которую можно
задать над разбиением пространства единственной прямой l ∈ {l1, ..., lk} :
R0 ⊂ l.

Ниже будет показано (лемма 11), что для любой CPL-функции склей-
ки существуют для всех пар смежных классов R+, R− разбиения, зада-
ющего рассматриваемую CPL-функцию.

Склейку классов R+, R− для функции f(x) назовем вогнутой, если ее
можно представить в виде функции g(x) = min(fR+(x), fR−(x)). Выпук-
лой склейкой классов R+, R− назовем склейку, представимую функцией
g(x) = max(fR+(x), fR−(x)).

Как далее станет известно, склейки могут быть одновременно вы-
пуклыми и вогнутыми. Чтобы задать класс склеек, которые являются
выпуклыми, но не являются вогнутыми и наоборот, введем следующие
понятия.

Склейку классов R+, R− для функции f(x) назовем строго вогнутой,
если она является вогнутой, но не является выпуклой. Строго выпуклой
склейкой классов R+, R− назовем склейку, которая является выпуклой,
но не является вогнутой.

Пусть R ⊂ V (L) – некоторое подмножество множества объемных
классов, полученных при разбиении пространства Rn некоторым набо-
ром гиперплоскостей L.
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Тогда обозначим ∂S(R) = {Ri ∈ V (L) : ∃Rj ∈ R : Ri|Rj} ∪ R, что в
переводе на русский означает множество исходных классов R, расширен-
ное на множество всех классов, смежных с классами данного множества
R. Если же R – это некоторый класс (а не множество классов), то будем
считать, что ∂S(R) = ∂S({R}).

Пусть R(1) ∈ V (L), где L – некоторый набор гиперплоскостей. Це-
пью (цепью расширений) ∂iS(R(1)), i ∈ N будем называть последова-
тельность множеств ∂iS(R(1)) = ∂S(...∂S(R(1)))︸ ︷︷ ︸

i раз

. Будем говорить, что цепь

∂iS(R(1)), i ∈ N стабилизируется (на некотором индексе istab ∈ N), если
∂istab+1
S (R(1)) = ∂istabS (R(1)).

Обозначим также ∂i−1add (R(1)) = ∂iS(R(1)) \ ∂i−1S (R(1)).
Наконец, напомним несколько определений и свойств из топологии и

выпуклого анализа, которые будут активно использоваться в дальней-
шем.

Отрезком, соединяющим две произвольные точки x, y ∈ Rn назовем
множество [x; y] = {ξ = (1−α) ·x+α · y|α ∈ [0; 1]}. Аналогично вводится
понятие интервала: (x; y) = {ξ = (1−α) ·x+α ·y|α ∈ (0; 1)}. Под прямой,
соединяющей точки x, y ∈ Rn, будем понимать множество (x; y)∞ = {ξ =
(1− α) · x+ α · y|α ∈ R}.

Отметим, что если дана некоторая точка ξ из отрезка, интервала
или прямой, соединяющих точки x, y, то ей соответствует единственное
значение параметра t ∈ R, задающего точку ξ в данном промежутке.
Будем обозначать это значение параметра, как tξ.

Множество M ⊂ Rn называется выпуклым, если ∀x, y ∈M выполня-
ется, что [x; y] ⊂M .

Функция f : U → R называется выпуклой, если U ⊂ Rn – выпуклое
множество и ∀x1, x2 ∈ U ∀α ∈ (0; 1) выполняется, что f((1− α) · x1 + α ·
x2) 6 (1− α) · f(x1) + α · f(x2).

ε-окрестностью точки x ∈ Rn (ε > 0) будем называть шар Oε(x) =
{x′ ∈ Rn : ||x−x′|| < ε}. Иногда удобно рассуждать в терминах окрестно-
стей вида O(x). Под такой окрестностью понимается окрестность какого-
то радиуса ε > 0, без уточнения конкретного значения ε. Обычно такая
запись употребляется вместе с кванторами всеобщности или существо-
вания, когда конкретное значение ε становится избыточным.

Точка x ∈M ⊂ Rn называется внутренней точкой множестваM , если
∃O(x) ⊂M . Множество всех внутренних точек множестваM называется
внутренностью множества M и обозначается int M .

Множество M ⊂ Rn называется открытым, если ∀x ∈ M ∃O(x) :
O(x) ⊂M . Или, другими словами, если любая точка данного множества
– внутренняя.
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Точкой прикосновения множества M ⊂ Rn называется всякая точка
x′ ∈ Rn для которой выполняется, что ∃{xn}n∈N ⊂M : lim

n→+∞
xn = x′.

Замыканием множества M назовем множество M всех точек прикос-
новения множества M .

Граничной точкой множества M ⊂ Rn называется всякая точка x ∈
Rn, для которой выполняется, что ∀O(x) ∃x′, x′′ ∈ O(x) : x′ /∈ M & x′′ ∈
M . Множество всех граничных точек множестваM называется границей
множества M и обозначается ∂M .

Из курса общей топологии [12], [13] известно, что если множество M
– открыто, то это эквивалентно тому, что M = int M , а также, что M =
int M ∪ ∂M и для любых множеств A1, ..., An верно, что A1 ∩ ... ∩An ⊂
A1 ∩ ... ∩An.

Далее представлены основные результаты данной работы. Их форму-
лировки и доказательства для удобства разбиты на несколько разделов.

В первом, вспомогательном, разделе (фактически, это раздел 4) опи-
сывается общая схема доказательства основной теоремы со ссылками на
соответствующие леммы, в которых описываемые идеи превращаются
из гипотез в доказанные суждения. В данном разделе все утверждения
формулируются в виде неформализованных гипотез.

Во втором разделе (фактически, это раздел 5) описываются техниче-
ские леммы, которые требуются для доказательства основных лемм (ос-
новных идей из описываемой в первом разделе схемы доказательства).

В третьем разделе (фактически, это раздел 6) строго формулируются
и доказываются основные идеи, описанные в первом разделе.

В четвертом разделе (фактически, это раздел 7) доказывается основ-
ное утверждение о выразимости произвольной n-местной CPL-функции
в виде нейронной схемы над базисом B1 и несколько следствий из него.

3. Схема доказательства основного результата

Доказательство выразимости CPL-функций над базисом B1 идейно опи-
рается на результаты о выразимости выпуклых CPL-функций, получен-
ные в работе [11], к которым добавлены новые гипотезы о поведении
CPL-функций:

1) Сложение и умножение на константу любой CPL-функции сно-
ва дает CPL-функцию, при этом множество гиперплоскостей, над
которыми можно задать результат сложения, можно взять рав-
ным объединению множеств гиперплоскостей исходных функций.
А умножение на константу вообще не меняет число порождаю-
щих гиперплоскостей. Данная гипотеза формализована и доказана
в лемме 18.
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Гипотеза 1, формально, не используется в процессе доказательства
основного утверждения, т.к. скрыта в доказательстве гипотезы 2,
однако идейно она включается в основные гипотезы, т.к. при помо-
щи нее осуществляется контроль неизменности числа склеек при
упомянутых преобразованиях.

2) Добавление вогнутой функции к CPL-функции уменьшает число
строго выпуклых склеек CPL-функции (при определенных пред-
положениях, связанных с гипотезой 1). Частный случай данной ги-
потезы (когда вогнутая функция — это вогнутая склейка), доста-
точный для доказательства основного результата, доказан в лемме
19.

3) Если CPL-функция не имеет строго выпуклых склеек, то она во-
гнута (лемма 21).

Ниже, для упрощения понимания, представлена схема доказатель-
ства утверждения о выразимости CPL-функций над базисом B1. Пусть
f – CPL-функция. Тогда:

1) Если f не имеет строго выпуклых склеек, то она вогнута (гипотеза
3) и ее можно представить нейронной схемой [11].

2) Если f имеет строго выпуклые склейки, то смоделируем (выра-
зим) одну из таких склеек нейронной схемой g1 и вычтем ее из f .
Получим функцию f1 = f − g1, заданную над теми же гиперплос-
костями, что и функция f (гипотеза 1), поэтому число склеек в f1
не увеличилось. При этом у функции f1 уменьшилось число строго
выпуклых склеек (гипотеза 2).

3) Проделывая пункты 3.1. и 3.2. для получаемых в пункте 3.2 функ-
ций fj , j ∈ N, получаем в некоторый момент времени функцию
fN = f − ∑

i∈{1,...,N}
gi без строго выпуклых склеек.

4) Если у функции fN нет строго выпуклых склеек, то она — вогнутая
(гипотеза 3), поэтому ее можно восстановить некоторой нейронной
схемой [11].

5) Но fN +
∑

i∈{1,...,N}
gi по построению в точности совпадает с f , а

функции gi, i ∈ {1, ..., N}, fN выразимы нейронными схемами. Но
тогда и f выразима нейронной схемой, как суперпозиция суммы и
схем gi, i ∈ {1, ..., N}, fN .
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6) Далее производится оценка числа N для оценки нелинейной слож-
ности полученной схемы. Нелинейная глубина полученной схемы
оценивается исходя из оценки нелинейных глубин схем gi, i ∈
{1, ..., N}, fN .

4. Вспомогательные леммы

Далее формулируются и доказываются вспомогательные леммы, кото-
рые не являются основными гипотезами, сформулированными в разделе
3, однако активно используются как при доказательстве данных гипотез,
так и при доказательстве основного утверждения. Доказательства лемм
1, 2, 3 и 4 можно найти в работе [11].

Лемма 1. Пусть f(x) = a1 · x1 + ... + an · xn + d – линейная функция
и имеются две точки x, y ∈ Rn. Тогда ∀α ∈ [0; 1] f((1− α) · x + α · y) =
(1− α) · f(x) + α · f(y).

Лемма 2. Пусть l – гиперплоскость, определяемая уравнением a1 ·x1 +
...+an ·xn+d = 0, а также l+ и l− – соответствующие полупростран-
ства, определяемые данной гиперплоскостью. Тогда верны следующие
утверждения:

1) l = ∂l+, l = ∂l−.

2) l+, l− – открытые множества.

3) l+ = l+ ∪ l.

4) l+, l−, l+, l−, l – выпуклые множества.

Лемма 3. Для всякого разбиения {R1, ..., Rs} пространства Rn выпол-
нены следующие свойства:

1) Любой непустой объемный класс Ri является выпуклым откры-
тым множеством.

2) Для любого непустого объемного класса Ri верно, что Ri = Ri ∪
∂lin R

i.

3) Любой непустой плоский класс содержится в пересечении замы-
каний как минимум двух непустых объемных классов эквивалент-
ности.

Лемма 4. Пусть f : Rn → R – выпуклая непрерывная кусочно-
линейная функция, заданная над разбиением {R1, ..., Rs} пространства
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Rn, а Ri, Rj – два произвольных непустых объемных класса из данного
разбиения.

Тогда верно, что ∀x ∈ Rj f(x) > fRi(x).

Лемма 5. Пусть даны два различных непустых объемных класса
R+, R− из одного разбиения. Тогда они смежные по (n − 1)-мерному
классу R0 ⇐⇒ R0 6= ∅ и σ(R+) = (σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk), σ(R−) =
(σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk), σ(R0) = (σ1, ..., σu−1, 0, σu+1, ..., σk), где
σ1, ..., σu−1, σu+1, ..., σk ∈ {−1, 1}.

Доказательство. (⇐) : Пусть R0 6= ∅ – (n− 1)-мерный класс. Тогда по
лемме 3 найдутся непустые объемные классы R+, R− такие, что R+ 6= R−

и R0 ⊂ R+ ∩R−. По определению, они являются смежными по R0.
Причем, так как σ(R0) = (σ1, ..., σu−1, 0, σu+1, ..., σk), то из доказа-

тельства [11] леммы 3 видно, что σ(R+) = (σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk),
σ(R−) = (σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk).

В силу единственности класса, обладающего заданной сигнатурой,
получаем, что классы R+, R− с требуемыми сигнатурами существуют,
непусты, объемны и смежны по R0.

(⇒) : Пусть R+, R− – смежные по классу R0. По определению это
означает, что R0 6= ∅, а также, что верно следующее:

R0 ⊂ R+ ∩R− (3)

Отметим также, что так как R0 – (n − 1)-мерный, то σ(R0) =
(σ1, ..., σu−1, 0, σu+1, ..., σk), где σ1, ..., σu−1, σu+1, ..., σk ∈ {−1, 1}.

Далее, по лемме 3 для любого непустого объемного класса Rj верно
(4).

Rj = Rj ∪ ∂lin Rj (4)

Но тогда, из (3), (4) и таких очевидных фактов, как R+ ∩ R− = ∅,
R− ∩ ∂lin R+ = ∅ и R+ ∩ ∂lin R− = ∅, следует (5).

R0 ∈ ∂set lin R+ ∩ ∂set lin R− (5)

Но в ∂set lin R+ содержатся только классы, полученные занулениями
компонент сигнатуры R+. Следовательно, ∀R ∈ ∂set lin R+ верно, что
σi(R) = σi(R

+), если σi(R+) 6= 0.
Учитывая сказанное и тот факт, что R0 ∈ ∂set lin R+ (следует из (5)),

получаем, что σi(R0) = σi(R
+)

def
= σi ∀i ∈ {1, ..., k} \ {u}. Аналогичное

верно и для R−, то есть σi(R0) = σi(R
−)

def
= σi ∀i ∈ {1, ..., k} \ {u}.

Таким образом, σi(R+) = σi(R
−) для ∀i ∈ {1, ..., k} \ {u}.

49



При этом, по условию, R+ 6= R−. Следовательно, сигнатуры клас-
сов R+, R− также различны. А из того, что σi(R

+) = σi(R
−) для

∀i ∈ {1, ..., k} \ {u}, следует, что их сигнатуры могут различаться лишь
в u-ой компоненте.

При этом R+, R− – объемные, следовательно, в их сигнатурах отсут-
ствуют нули.

Поэтому σi(R+) = σi(R
−) ∈ {−1, 1} ∀i ∈ {1, ..., k} \ {u}. Без ограни-

чения общности, положим, что σu(R+) = 1, а σu(R−) = −1, откуда и
следует доказываемое.

Лемма 6. Пусть R+, R−, R0 - классы некоторого разбиения R(L), об-
ладающие сигнатурами σ(R+) = (σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk), σ(R−) =
(σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk) и σ(R0) = (σ1, ..., σu−1, 0, σu+1, ..., σk), при-
чем R+, R− 6= ∅. Тогда:

1. R+ ∪R−, R+ ∪R− и R+ ∪R− ∪R0 – выпуклые множества.
2. ∀x ∈ R+, ∀y ∈ R− верно, что ∃ξ ∈ [x; y] ∩R0.

Доказательство. 1. Рассмотрим классы R+, R−. По условию, сигнату-
ры классов R+, R− отличаются только в u-ой компоненте и имеют вид
σ(R+) = (σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk), σ(R−) = (σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk).
Это означает, что R+ и R− являются решениями систем (6) и (7), соот-
ветственно.





σ1 · l1(x) > 0

...

σu−1 · lu−1(x) > 0

lu(x) > 0

σu+1 · lu+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(6)





σ1 · l1(x) > 0

...

σu−1 · lu−1(x) > 0

lu(x) < 0

σu+1 · lu+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(7)

Но тогда по пункту 2 леммы 3 верно, что R+ и R− являются реше-
ниями систем (8) и (9), соответственно.
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σ1 · l1(x) > 0

...

σu−1 · lu−1(x) > 0

lu(x) > 0

σu+1 · lu+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(8)





σ1 · l1(x) > 0

...

σu−1 · lu−1(x) > 0

lu(x) 6 0

σu+1 · lu+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(9)

Полученные системы (8) и (9) отличаются только в неравенстве с
номером u. Поэтому R+ ∪ R− можно записать в виде решения системы
(10).





σ1 · l1(x) > 0

...

σu−1 · lu−1(x) > 0

lu(x) > 0 ∪ lu(x) 6 0

σu+1 · lu+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(10)

Строку с номером u в системе (10) можно, очевидно, поменять с
lu(x) > 0 ∪ lu(x) 6 0 на lu(x) ∈ R, в результате чего получаем систе-
му (11).
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σ1 · l1(x) > 0

...

σu−1 · lu−1(x) > 0

lu(x) ∈ R
σu+1 · lu+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(11)

Но R – выпуклое множество, как и множества, задаваемые неравен-
ствами σi · li(x) > 0, i ∈ {1, ..., u−1, u+ 1, ..., k}. То есть R+∪R− задается
в виде пересечения конечного числа выпуклых множеств, откуда сле-
дует, что множество R+ ∪ R− – выпукло. Аналогично доказываются и
остальные случаи.

2. Возьмем ∀x ∈ R+,∀y ∈ R− и рассмотрим отрезок [x; y]. Очевидно,
что R+, R− ⊂ R+ ∪R− ∪R0, поэтому верно (12).

x, y ∈ R+ ∪R− ∪R0 (12)

Но R+∪R−∪R0 – выпуклое множество, поэтому из (12) следует, что
[x; y] ⊂ R+∪R−∪R0. Последнее означает, что ∀ξ ∈ [x; y] σu(ξ) ∈ {−1, 0, 1},
а σi(ξ) = σi(R

+) = σi(R
−) при i ∈ {1, ..., k} \ {u}.

Далее, так как σu(x) = 1, σu(y) = −1, то lu(x) > 0 и lu(y) < 0.
Рассмотрим t = lu(x)

lu(x)−lu(y) . Очевидно, что t ∈ (0; 1). Тогда t порождает
некоторую точку ξ = (1− t) · x+ t · y ∈ (x; y) ⊂ [x; y].

Причем lu(ξ) = lu((1 − t) · x + t · y)
лемма 1

= (1 − t) · lu(x) + t · lu(y) =

(1− lu(x)
lu(x)−lu(y))·lu(x)+ lu(x)

lu(x)−lu(y) ·lu(y) = lu(x)−lu(y)−lu(x)
lu(x)−lu(y) ·lu(x)+ lu(x)·lu(y)

lu(x)−lu(y) =
lu(x)·lu(y)
lu(x)−lu(y) −

lu(x)·lu(y)
lu(x)−lu(y) = 0.

Таким образом, lu(ξ) = 0, а σi(ξ) = σi(R
+) = σi(R

−) ∀i ∈ {1, ..., k} \
{u}. Следовательно, ξ ∈ R0. При этом, по построению, ξ ∈ (x; y) ⊂ [x; y].
То есть нашлась точка ξ ∈ R0 ∩ [x; y].

Лемма 7. Если R+, R− – смежные классы, а R0 – пограничный класс,
то:

1. R+ ∪R−, R+ ∪R− и R+ ∪R0 ∪R− – выпуклые множества.
2. ∀x ∈ R+, ∀y ∈ R− верно, что ∃ξ ∈ [x; y] ∩R0.

Доказательство. Прямое следствие лемм 5 и 6.

Лемма 5 устанавливает некую взаимосвязь между смежными клас-
сами и поведением их сигнатур, что существенно упрощает работу по
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определению смежных классов. Однако на практике проверка условия
R0 6= ∅ иногда является избыточной, так как часто требуется устано-
вить просто факт смежности классов без знания чего-либо о погранич-
ном классе R0, по которому данные классы являются смежными.

Поэтому взаимосвязь из леммы 5 можно существенно усилить, убрав
условие R0 6= ∅ и сведя проверку смежности реально существующих
в пространстве Rn (то есть непустых) классов к простой проверке по-
ведения их сигнатур. Данная усиленная взаимосвязь формулируется и
доказывается в следующей лемме.

Лемма 8. Два непустых, различных объемных класса R+, R− явля-
ются смежными ⇐⇒ σ(R+) = (σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk), σ(R−) =
(σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk).

Доказательство. (⇒) : Если два непустых объемных класса R+, R−

смежны, то по определению ∃R0 6= ∅, являющийся (n − 1)-мерным, та-
кой, что R0 ⊂ R+ ∩R−.

То есть классы R+, R− являются смежными по некоторому
(n − 1)-мерному классу R0. Но тогда, по лемме 5, σ(R+) =
(σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk), σ(R−) = (σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk).

(⇐) : Пусть σ(R+) = (σ1, ..., σu−1, 1, σu+1, ..., σk), σ(R−) =
(σ1, ..., σu−1,−1, σu+1, ..., σk) и при этом R+, R− – непустые и объемные.
Тогда по пункту 2 леммы 6 ∀x ∈ R+,∀y ∈ R− ∃ξ ∈ [x; y] ∩ R0, где R0 –
класс, обладающий сигнатурой σ(R0) = (σ1, ..., σu−1, 0, σu+1, ..., σk).

Но тогда получаем, что точка ξ имеет сигнатуру σ(ξ) =
(σ1, ..., σu−1, 0, σu+1, ..., σk), откуда следует, что ξ ∈ R0. Из последнего
следует, что R0 6= ∅. Более того, так как σ(R0) содержит всего один
нуль, то данный класс является (n− 1)-мерным.

Так как все условия леммы 5 выполнены, то R+|R−.

Лемма 9. Пусть f(x) – CPL-функция, заданная над разбиением
{R1, ..., Rs}, порожденным гиперплоскостями {l1, ..., lk}. И пусть так-
же R+, R− ∈ {R1, ..., Rs} – смежные классы, а R0 ∈ {R1, ..., Rs} – погра-
ничный класс. Тогда:

1. ∀x ∈ R0 f(x) = fR+(x) = fR−(x).
2. Если ∀x ∈ R0 f(x) = fR+(x) = fR−(x) и R0 ⊂ l, где l – некоторая

гиперплоскость, то ∀x ∈ l f(x) = fR+(x) = fR−(x).
Аналогичное утверждение верно для выражения n(x) = C, где n(x)

– линейная функция, а C – константа. Другими словами, если ∀x ∈
R0 n(x) = C и R0 ⊂ l, где l – некоторая гиперплоскость, то ∀x ∈
l n(x) = C.

3. Если ∃x ∈ R+ ∪ R− fR+(x) = fR−(x), то fR+ = fR− (то есть
∀x ∈ Rn fR+(x) = fR−(x)).
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4. Если ∃x ∈ R+ fR+(x) > fR−(x), то ∀x ∈ l+ fR+(x) > fR−(x) и
∀x ∈ l− fR+(x) < fR−(x).

5. Если ∃x ∈ R+ fR+(x) < fR−(x), то ∀x ∈ l+ fR+(x) < fR−(x) и
∀x ∈ l− fR+(x) > fR−(x).

Доказательство. 1. Пусть f(x) – CPL-функция, R+, R− – смежные
классы, а R0 – пограничный при них класс. Рассмотрим ∀x∗ ∈ R0. В
силу того, что R0 ⊂ R+ ∩R− ⊂ R+, R−, получаем (13).

∃{xn}n∈N ⊂ R+,∃{yn}n∈N ⊂ R− : lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = x∗ (13)

При этом, так как ∀x ∈ R+ f(x) = fR+(x), то ∀n ∈ N f(xn) = fR+(xn).
Аналогично, ∀n ∈ N f(yn) = fR−(yn). Но тогда верно (14)

lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

fR+(xn), lim
n→+∞

f(yn) = lim
n→+∞

fR−(yn) (14)

В силу непрерывности функций f, fR+ , fR− , можно внести пределы
под данные функции, в результате из (14) получим (15).

f( lim
n→+∞

xn) = fR+( lim
n→+∞

xn), f( lim
n→+∞

yn) = fR−( lim
n→+∞

yn) (15)

Переходя к пределу в (15) и учитывая (13), получаем, что f(x∗) =
fR+(x∗), f(x∗) = fR−(x∗). Отсюда и следует, что f(x∗) = fR+(x∗) =
fR−(x∗).

2. Пусть ∀x ∈ R0 f(x) = fR+(x) = fR−(x) и R0 ⊂ l. Отметим, что, по
определению, множество R0 задается системой неравенств (16).





σ1 · l1(x) > 0

...

σi−1 · li−1(x) > 0

σi · li(x) = 0

σi+1 · li+1(x) > 0

...

σk · lk(x) > 0

(16)

Отметим, что σi ·li(x) можно представить в виде a1 ·x1+...+an ·xn+d,
где a1, ..., an, d ∈ R – некоторые константы, причем a1, ..., an не равны
нулю одновременно. Без ограничения общности, будем считать, что an 6=
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0. Но тогда уравнение σi · li(x) = 0 можно записать в виде выражения
(17), в котором ãi = ai/an, i ∈ {1, ..., n− 1}, d̃ = d/an.

xn = −ã1 · x1 − ...− ãn−1 · xn−1 − d̃ (17)

Заменяя в (16) переменную xn на линейную комбинацию значений
x1, ..., xn−1, 1 по уравнению (17), получаем, что систему равенств и нера-
венств (16) можно переписать в виде эквивалентной системы (18), в ко-
торой l′j(x1, ..., xn−1), j = 1, ..., k – линейные функции, а l′i(x1, ..., xn−1) =

−ã1 · x1 − ...− ãn−1 · xn−1 − d̃.




l′1(x1, ..., xn−1) > 0

...

l′i−1(x1, ..., xn−1) > 0

xn = l′i(x1, ..., xn−1)

l′i+1(x1, ..., xn−1) > 0

...

l′k(x1, ..., xn−1) > 0

(18)

Очевидно, что система (19), полученная из (18) удалением уравнения
xn = l′i(x1, ..., xn−1), является системой строгих неравенств, то есть зада-
ет некоторый объемный класс в пространстве Rn−1. По лемме 3 данный
класс является открытым множеством, поэтому (19) задает открытое
множество R0

n−1 в пространстве Rn−1.




l′1(x1, ..., xn−1) > 0

...

l′i−1(x1, ..., xn−1) > 0

l′i+1(x1, ..., xn−1) > 0

...

l′k(x1, ..., xn−1) > 0

(19)

Далее введем отображения π : Rn → Rn−1 и π−1 : Rn−1 → Rn, дей-
ствующие по законам π(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn−1) и π−1(x1, ..., xn−1) =
(x1, ..., xn−1, l′i(x1, ..., xn−1)), соответственно.

Выберем некоторую точку x ∈ R0 и рассмотрим точку x′ =
(x1, ..., xn−1) = π(x) ∈ Rn−1. Из построения множества R0

n−1 и того фак-
та, что x ∈ R0, выполняется x′ ∈ R0

n−1. И так как R0
n−1 – открыто, то су-

ществует некоторая окрестность Oε(x′) такая, что Oε(x′) ⊂ R0
n−1 ⊂ Rn−1.

Далее возьмем произвольную точку y = (y1, ..., yn) ∈ l и рассмотрим
точку y′ = (y1, ..., yn−1) = π(y) ∈ Rn−1.
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Соединим точки x′ и y′ отрезком [x′; y′]. Очевидно, что ∃ξ′ ∈ (x′; y′)∩
Oε(x′), где (x′; y′) ⊂ [x′; y′]. Рассмотрим точки x = π−1(x′), ξ = π−1(ξ′).
По построению R0

n−1 следует, что x, ξ ∈ R0.
Тогда, по условию, для точек x, ξ верно, что fR+(x) = fR−(x) и

fR+(ξ) = fR−(ξ). Отметим также, что ξ ∈ (x; y) ⊂ [x; y]. Действитель-
но, пусть tξ′ ∈ (0; 1) – параметр интервала (x′; y′), задающий точку ξ′.
Это означает, что ξ′ = (ξ1, ..., ξn−1), где ξi, i = 1, ..., n− 1 определены по
формуле (20).

ξi = (1− t) · xi + t · yi, i = 1, ..., n− 1 (20)

Но тогда, по определению π−1, ξ = (ξ1, ..., ξn−1, ξn), где ξn = −ã1 ·
ξ1 − ...− ãn−1 · ξn−1 − d̃. Выражая в последней формуле значения ξi, i =
1, ..., n−1, используя выражение (20), получаем, что ξn = −ã1 · ((1− tξ′) ·
x1+tξ′ ·y1)−...−ãn−1 ·((1−tξ′)·xn−1+tξ′ ·yn−1)−d̃ = −ã1 ·((1−tξ′)·x1)−ã1 ·
(tξ′ ·y1)−...−ãn−1 ·((1−tξ′)·xn−1)−ãn−1 ·(tξ′ ·yn−1)−d̃ = (1−tξ′)·(−ã1 ·x1−
...− ãn−1 ·xn−1− d̃)+tξ′ ·(−ã1 ·y1− ...− ãn−1 ·yn−1− d̃) = (1−tξ′) ·xn+tξ′ ·yn.

Таким образом, ξi = (1 − tξ′) · xi + tξ′ · yi, i = 1, ..., n, где tξ′ ∈ (0; 1),
откуда по определению следует, что ξ = (ξ1, ..., ξn−1, ξn) ∈ (x; y) ⊂ [x; y].
Причем отметим, что точку ξ на промежутке (x; y) задает тот же па-
раметр tξ′ , который использовался при задании точки ξ′ на промежутке
(x′; y′). Другими словами, tξ′ = tξ, где tξ – параметр, задающий точку
ξ ∈ (x; y) ⊂ [x; y].

Рассмотрим разность A(t) = fR+(t)−fR−(t) сечений fR+(t) = fR+((1−
t) ·x+ t ·y), fR−(t) = fR−((1− t) ·x+ t ·y) линейных частей fR+(x), fR−(x)
на прямой (x; y)∞.

По построению ξ, верно, что A(tξ) = 0. Но из того, что A(0) =
0, A(tξ) = 0, tξ 6= 0, а также из того факта, что A(t) – линейная функ-
ция одного аргумента, следует, что ∀t ∈ R A(t) = 0, откуда следует, что
A(1) = 0. А это означает, по определению, что fR+(y) = fR−(y).

Таким образом, ∀y ∈ l fR+(y) = fR−(y). Получили доказываемое.
Для доказательства пункта 2 применительно к выражению n(x) = C

достаточно рассмотреть функции fR+(x) = n(x), fR−(x) = C, абстраги-
ровавшись от того, что fR+(x), fR−(x) – линейные части некоторой CPL-
функции, после чего применить уже доказанную часть данного пункта.

3. Покажем, что, если ∃x ∈ R+ ∪ R− : fR+(x) = fR−(x), то fR+ =
fR− . Выберем точку x ∈ R+ ∪ R− : fR+(x) = fR−(x). Без ограничения
общности, будем считать, что x ∈ R+.

Рассмотрим R0 – пограничный класс для смежных классов R+ ∪R−.
Очевидно, что среди гиперплоскостей {l1, ..., lk}, порождающих разбие-
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ние {R1, ..., Rs}, существует такая гиперплоскость l, что R0 ⊂ l. Тогда по
лемме 5, R+ ⊂ l+ и R− ⊂ l−.

Далее возьмем ∀y ∈ l−. Очевидно, что ∃ξ ∈ l ∩ (x; y). Но по пункту
1 данной леммы ∀η ∈ R0 fR+(η) = fR−(η), а тогда по пункту 2 данной
леммы ∀η ∈ l fR+(η) = fR−(η), в частности fR+(ξ) = fR−(ξ).

Рассмотрим функцию A(t) = fR+(t)− fR−(t), где fR+(t), fR−(t) – се-
чения функций fR+(x), fR−(x) прямой (x; y)∞. По условию для выбран-
ного x ∈ R+ верно, что fR+(x) = fR−(x), поэтому A(0) = 0, а так как
fR+(ξ) = fR−(ξ), то A(tξ) = 0, где tξ ∈ (0; 1) : ξ = (1− tξ) · x+ tξ · y.

Но тогда, в силу того, что A(t) – линейная функция одного аргумента,
то из A(0) = 0, A(tξ) = 0 и того факта, что tξ 6= 0, получаем, что
∀t ∈ R A(t) = 0. Тогда и A(1) = 0, откуда следует, что fR+(y) = fR−(y).

Но тогда, взяв ∀y ∈ l−, ∀x ∈ l+ и рассуждая аналогично (построив
отрезок [y;x] и рассмотрев на нем поведение функции A(t), построенной
на сечениях функций fR+(x), fR−(x) прямой (y;x)∞), получаем, что ∀x ∈
l+ fR+(x) = fR−(x).

Таким образом, из всего вышесказанного получили, что ∀x ∈
l+, l−, l fR+(x) = fR−(x). Но тогда, в силу того, что l+ ∪ l ∪ l− = Rn,
получаем доказываемое.

4. Пусть ∃x ∈ R+ : fR+(x) > fR−(x). Покажем, что тогда ∀x ∈ l+ :
fR+(x) > fR−(x) и ∀x ∈ l− : fR+(x) < fR−(x).

Доказывается по той же схеме, что и пункт 3. Возьмем x ∈ R+ :
fR+(x) > fR−(x) и выберем ∀y ∈ l−. После чего рассмотрим A(t) =
fR+(t)−fR−(t), где fR+(t), fR−(t) – сечения функций fR+(x), fR−(x) пря-
мой (x; y)∞.

Далее, по построению, ∃ξ ∈ (x; y) ∩ l. По определению выражение
ξ ∈ (x; y) означает, что ∃tξ ∈ (0; 1) : ξ = (1− tξ) · x+ tξ · y.

Но тогда, в силу того, что ∀x ∈ l fR+(x) = fR−(x), то A(tξ) = 0. А
так как для выбранного x ∈ R+ верно fR+(x) > fR−(x), то A(0) > 0.

Таким образом, получили, что tξ > 0, A(0) > 0, A(tξ) = 0. Причем,
так как A(t) – линейная функция одного аргумента, то ∀t > tξ A(t) < 0
и ∀t < tξ A(t) > 0. Но тогда A(1) < 0, так как 1 > tξ. Следовательно,
fR+(y) < fR−(y).

Но тогда, взяв ∀y ∈ l−, ∀x ∈ l+ и рассуждая аналогично, получаем,
что ∀x ∈ l+ fR+(x) > fR−(x).

Итак, получили, что ∀x ∈ l+ fR+(x) > fR−(x), ∀x ∈ l− fR+(x) <
fR−(x).

5. Доказывается полностью аналогично пункту 4.

Лемма 10. Пусть f(x) : Rn → R – кусочно-линейная функция, задан-
ная над гиперплоскостями {l1, ..., lk}. Тогда можно добавить к гипер-
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плоскостям {l1, ..., lk} гиперплоскость lk+1 и считать, что f(x) задана
над гиперплоскостями {l1, ..., lk, lk+1} (то есть разбиение, полученное
от нового набора гиперплоскостей, тоже можно считать валидирую-
щим для данной кусочно-линейной функции).

Доказательство. Пусть f(x) задана над гиперплоскостями L =
{l1, ..., lk}. Это означает, что классы Ri из разбиения {R1, ..., Rs} про-
странства Rn гиперплоскостями L обладают сигнатурами σ(Ri) =
(σ1, ..., σk), где k – число гиперплоскостей, а также выполняется, что
∀x ∈ Ri ∈ R(L) f(x) = fRi(x), где fRi(x) – линейная функция. Но
тогда, добавив новую гиперплоскость lk+1, мы получим набор гипер-
плоскостей {l1, ..., lk, lk+1} и классы Qiσk+1

, обладающие сигнатурами
σ(Qiσk+1

) = (σ1, σ2, ..., σk+1), i ∈ {1, ..., s}, σk+1 ∈ {−1, 0, 1} (для удобства
сделана двойная индексация получившихся классов).

Причем очевидно, что для получения исходной картины (исходно-
го разбиения пространства Rn гиперплоскостями {l1, ..., lk} на классы),
достаточно рассмотреть классы Ri = Qi1 ∪ Qi0 ∪ Qi−1, где σ(Qiq) =
(σ1, ..., σk, q), q ∈ {−1, 0, 1}. К тому же, также очевидно, что все пустые
классы могут разбиться лишь в объединение пустых классов.

Но тогда имеем, что если ∀x ∈ Ri ∈ R(L) f(x) = fRi(x), то для
тех из классов Qi1, Qi0, Qi−1, которые не являются пустыми, верно,
что ∀x ∈ Qi1 ⊂ Ri, Qi0 ⊂ Ri, Qi−1 ⊂ Ri f(x) = fRi(x). То есть
f(x) по определению является кусочно-линейной функцией над класса-
ми Qiσk+1

, i ∈ {1, ..., s}, σk+1 ∈ {−1, 0, 1}. Но классы Qiσk+1
порождаются

гиперплоскостями {l1, ..., lk, lk+1}, откуда и следует доказываемое.

Лемма 11. Пусть f(x) – CPL-функция. Тогда верно, что:

1) Для любых двух смежных классов R+, R− существует склейка;

2) Для любых двух смежных классов R+, R− верно, что их склейку
можно представить либо в виде выпуклой склейки, либо в виде
вогнутой склейки.

Доказательство. Пусть R+, R− – смежные классы, а класс R0 является
пограничным для R+, R−. Рассмотрим три случая:
• Пусть ∃x ∈ R+ fR+(x) > fR−(x). Тогда по пункту 4 леммы 9 верно,

что ∀x ∈ R+ f(x) = fR+(x) > fR−(x) и ∀x ∈ R− fR+(x) < fR−(x) = f(x)
(так как, очевидно, что R+ ⊂ l+, R− ⊂ l−). Отсюда немедленно следует,
что ∀x ∈ R+ f(x) = fR+(x) = max(fR+(x), fR−(x)). Полностью анало-
гично, получаем, что ∀x ∈ R− f(x) = fR−(x) = max(fR+(x), fR−(x)).

А по пункту 1 леммы 9 ∀x ∈ R0 f(x) = fR+(x) = fR−(x) =
max(fR+(x), fR−(x)). Таким образом, в данном случае ∀x ∈ R0 ∪ R+ ∪
R− f(x) = max(fR+(x), fR−(x)).
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• Пусть ∃x ∈ R+ fR+(x) < fR−(x). Тогда по пункту 5 леммы 9 верно,
что ∀x ∈ R+ fR+(x) = f(x) < fR−(x) и ∀x ∈ R− fR+(x) > fR−(x) = f(x).
Причем по пункту 1 леммы 9 ∀x ∈ R0 выполняется, что f(x) = fR+(x) =
fR−(x).

Получили, что ∀x ∈ R+ ∪R− ∪R0 f(x) = min(fR+(x), fR−(x)).
• Пусть ∀x ∈ R+ fR+(x) = fR−(x). Тогда по пункту 3 леммы 9 полу-

чаем, что ∀x ∈ Rn fR+(x) = fR−(x).
В частности, ∀x ∈ R+ ∪ R− ∪ R0 fR+(x) = fR−(x). Поэтому ∀x ∈

R+ f(x) = fR+(x) = max(fR+(x), fR−(x)) = min(fR+(x), fR−(x)) и
∀x ∈ R− f(x) = fR−(x) = max(fR+(x), fR−(x)) = min(fR+(x), fR−(x)).
Учитывая, что ∀x ∈ R0f(x) = fR+(x) = fR−(x) = max(fR+(x), fR−(x)) =
min(fR+(x), fR−(x)), получаем, что в данном случае выполняется ∀x ∈
R+ ∪R− ∪R0 f(x) = max(fR+(x), fR−(x)) = min(fR+(x), fR−(x)).

Так как всегда, очевидно, верен один из трех рассмотренных случаев,
то верен пункт 1 леммы. А так как по определению склейки всегда вы-
ражаются функциями min(fR+(x), fR−(x)) или max(fR+(x), fR−(x)), то
любую склейку можно считать выпуклой или вогнутой, поэтому пункт
2 леммы тоже верен.

Далее сформулируем и докажем несколько лемм, необходимых для
понимания доказательства всего лишь одного, кажущегося на первый
взгляд очевидным, факта: если у функции нет чисто выпуклых склеек,
то она — вогнутая (сам факт доказывается в следующем разделе).

На деле при доказательстве данного факта возникают дополнитель-
ные вопросы о характере поведения классов эквивалентности, такие, как:
• Можно ли связать два произвольных непустых объемных класса

цепочкой смежных классов? (то есть, построить такую цепочку классов с
началом в первом объемном классе и концом во втором объемном классе,
в которой два любых соседних класса являются смежными);
• Точно ли элементы последовательности множеств ∂iS(R(1)) когда-

нибудь станут равными множеству всех непустых объемных классов эк-
вивалентности или же часть непустых объемных классов так никогда и
не войдет в последовательность ∂iS(R(1));
• Какие элементы добавляются к ∂iS(R(1)) при переходе от ∂iS(R(1)) к

∂i+1
S (R(1));
• Стабилизируется ли цепь ∂iS(R(1)) и есть ли какие-нибудь критерии

стабилизируемости данной цепи.
Для доказательства всех вышеописанных фактов в определениях вво-

дились так называемые укрупнения. И рассмотрение сформулированных
выше вопросов мы начнем с доказательств некоторых свойств данных
укрупнений.
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Лемма 12. Пусть L = {l1, ..., lk} - набор гиперплоскостей. Тогда при
укрупнении L′ = L\{li} любой из объемных классов U ∈ V (L′) либо равен
одному из классов в V (L) (равенство множеств), либо образован, как
U = R+ ∪R0 ∪R− для некоторых непустых классов R+, R0, R− ∈ R(L),
из которых R+, R− – объемные (и не равные друг другу), а R0 – (n− 1)-
мерный. Причем классы R+, R− являются смежными по классу R0 (см.
рис. 1 и 2).

Рис. 1. Иллюстрация основной идеи леммы 2 (первый возможный слу-
чай)

Рис. 2. Иллюстрация основной идеи леммы 2 (второй возможный случай)

Доказательство. Рассмотрим произвольный класс U ∈ V (L′) и прове-
дем гиперплоскость li. Без ограничения общности будем считать, что
L′ = {l1, ..., lk−1}, а li = lk. Возможны два случая:
• U ∩ lk = ∅. Отметим, что ∀x, y ∈ U σ(x) = σ(y) при разбиении

R(L′). Поэтому σi(x) = σi(y), i ∈ {1, ..., k−1}. Далее рассмотрим σk(x) =
sgn(lk(x)) и σk(y) = sgn(lk(y)).
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Отметим, что, если U ∩ lk = ∅, то σk(x) = σk(y). В противном случае
мы можем соединить точки x, y отрезком [x; y]. А так как по лемме 3
любой класс эквивалентности при любом разбиении гиперплоскостями —
это выпуклое множество, то [x; y] ⊂ U . И при этом, если σk(x) 6= σk(y),
то, очевидно, что ∃ξ ∈ [x; y] : σk(ξ) = 0. Но последнее означает, что
ξ ∈ lk. Таким образом, ∃ξ ∈ [x; y] ∩ lk ⊂ U ∩ lk, откуда вытекает, что
U ∩ lk 6= ∅. Получили противоречие.

Следовательно, предположение неверно и ∀x, y ∈ U σk(x) = σk(y). Но
тогда получаем, что ∀x, y ∈ U обладают одинаковыми сигнатурами при
разбиении R(L).

При этом также очевидно, что если две точки обладали разными
сигнатурами при разбиении R(L′), то при разбиении R(L) они будут об-
ладать тем более различными сигнатурами (в вектор сигнатур лишь до-
бавились новые компоненты).

Из всего сказанного вытекает, что в новом разбиении класс U сохра-
няется (является таким же множеством точек, как и в исходном разбие-
нии).
• U∩lk 6= ∅. Пусть ξ = U∩lk. Так как U – объемный класс, то по лемме

3 он является открытым множеством, а поэтому ∃Oε(ξ) : Oε(ξ) ⊂ U . При
этом очевидно, что найдутся точки x′, x′′ ∈ Oε(ξ) : lk(x′) > 0, lk(x′′) < 0
(для этого достаточно рассмотреть любую точку в направлении вектора
нормали, расстояние от которой до ξ будет меньше ε; это будет искомая
точка x′; аналогично для точки x′′).

Очевидно, что точки x′, x′′ будут принадлежать двум разным классам
в новом разбиении R(L). Обозначим эти классы R+, R−, соответственно.
Также рассмотрим сигнатуру (σ(U), 0) и рассмотрим класс R0, облада-
ющий данной сигнатурой.

Так как сигнатура U не содержит нулей в R(L′), а также,
sgn(lk(x′)) = 1, sgn(lk(x′′)) = −1, то σ(x′), σ(x′′) не содержат нулей.
Отсюда следует, что R+, R− – объемные.

При этом также очевидно, что R+ ⊂ U,R− ⊂ U,R0 ⊂ U , так как они
являются решением системы, состоящей из уравнений и неравенств, за-
дающих множество U , к которым добавлено дополнительно одно из трех
выражений lk(x) > 0, lk(x) < 0, lk(x) = 0 в зависимости от задаваемого
класса R+, R−, R0, соответственно.

Таким образом, нашлись два класса R+, R− – объемные и непустые
такие, что R+ ⊂ U,R− ⊂ U . Более того, так как для любой точки x ∈ U
верно, что sgn(lk(x)) > 0 или sgn(lk(x)) < 0 или sgn(lk(x)) = 0, то
R+ ∪R− ∪R0 = U .

По лемме 6 R0 6= ∅. Учитывая, что, по построению, σ(R+) =
(σ1, ..., σk−1, 1), σ(R−) = (σ1, ..., σk−1,−1), σ(R0) = (σ1, ..., σk−1, 0), то по
лемме 5 классы R+, R− смежные по классу R0.
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Лемма 13. Пусть дано разбиение R(L) и его укрупнение R(L′). Тогда
для любых двух смежных классов Q′1, Q

′
2 ∈ R(L′) выполняется, что

∃Q1, Q2 ∈ R(L) : Q1 ⊂ Q′1, Q2 ⊂ Q′2, Q1|Q2.
Другими словами, для любых двух смежных классов из укрупнения

(двух крупных классов) верно, что найдутся два класса из исходного раз-
биения (мелкие классы), каждый из которых лежит в своем крупном
классе и при этом данные мелкие классы — смежные (см. рис. 3).

Рис. 3. Иллюстрация к формулировке леммы 13. Жирным выделены ли-
нии, оставшиеся после укрупнения, Q′1, Q′2 - два ограниченных класса в
укрупнении (Q′1 - класс, отмеченный прямой сеткой, Q′2 - класс, отмечен-
ный косой сеткой). Классы Q1, Q2 содержатся классах Q′1, Q′2 и отмечены
прямой и косой сетками с точками, соответственно

Доказательство. Рассмотрим следующий пошаговый процесс построе-
ния из укрупнения R(L′) исходного разбиения R(L):

1) Берется набор гиперплоскостей L′ и к нему добавляется какая-то
одна гиперплоскость из L, которой нет в L′. Получается некоторый
набор L(1), которому соответствует некоторое укрупнение R(L(1))
разбиения R(L).

2) Пусть дан набор L(i) : L′ ⊂
6=
L(i) ⊂

6=
L, полученный из L′, добавлением

i штук гиперплоскостей из L, которых нет в L′.

Тогда, добавляя к L(i) еще одну гиперплоскость из L, которой нет
в L(i), получим новый набор L(i+1), которому соответствует укруп-
нение R(L(i+1)) разбиения R(L).
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3) Если L(i) = L, то полученное укрупнение R(L(i)) совпадает с ис-
ходным разбиением R(L) и построение разбиения заканчивается.

Далее, если показать, что для любых двух смежных классов Q′1, Q′2 ∈
R(L(i)), i = 0, 1, ... (полагаем, что L(0) = L′) найдутся два смежных клас-
са Q′′1, Q′′2 ∈ R(L(i+1)) : Q′′1 ⊂ Q′1, Q

′′
2 ⊂ Q′2, то будет выполняться, что

и для любых двух смежных классов из Q′1, Q′2 ∈ R(L′) найдутся два
смежных класса Q′′1, Q′′2 ∈ R(L(i+1)) : Q′′1 ⊂ Q′1, Q′′2 ⊂ Q′2.

Действительно, возьмем два смежных класса Q′1, Q′2 ∈ R(L′). Тогда
по предположению найдутся два смежных класса Q(1)

1 , Q
(1)
2 ∈ R(L(1)) :

Q
(1)
1 ⊂ Q′1, Q

(1)
2 ⊂ Q′2. Но для смежных классов Q(1)

1 , Q
(1)
2 ∈ R(L(1)), в

свою очередь, найдутся два смежных класса Q(2)
1 , Q

(2)
2 ∈ R(L(2)) : Q

(2)
1 ⊂

Q
(1)
1 , Q

(2)
2 ⊂ Q

(1)
2 и так далее.

Продолжая аналогично процесс до некоторых смежных классов
Q

(i+1)
1 , Q

(i+1)
2 ∈ R(L(i+1)) : Q

(i+1)
1 ⊂ Q

(i)
1 , Q

(i+1)
2 ⊂ Q

(i)
2 , получаем, что

нашлись смежные классы Q′′1 = Q
(i+1)
1 , Q′′2 = Q

(i+1)
2 ∈ R(L(i+1)) : Q

(i+1)
1 ⊂

Q
(i)
1 ⊂ ... ⊂ Q′1, Q

(i+1)
2 ⊂ Q(i)

2 ⊂ ... ⊂ Q′2. Что и доказывает утверждение.

Продолжая описанный процесс до того момента, когда L(i+1) = L,
получаем, что найденные Q′′1, Q′′2 ∈ R(L(i+1)) = R(L) будут обладать
свойством смежности и тем свойством, что Q′′1 ⊂ Q′1, Q

′′
2 ⊂ Q′2. Сказан-

ное доказывает теорему, при условии, что предположение, сделанное в
процессе доказательства (о том, что для любых двух смежных классов
Q′1, Q

′
2 ∈ R(L(i)) найдутся два смежных класса Q′′1, Q′′2 ∈ R(L(i+1)) : Q′′1 ⊂

Q′1, Q
′′
2 ⊂ Q′2), верное. Покажем, что это так.

Для упрощения доказательства (и уменьшения обозначений) дока-
жем более обобщенное предположение, которое состоит в следующем.

Пусть у нас есть набор гиперплоскостей L′, полученный из набора ги-
перплоскостей L′′ = {l1, ..., lk, lk+1} выбрасыванием единственной гипер-
плоскости (без ограничения общности, считаем, что это гиперплоскость
lk+1). Тогда верно, что:

Для любых двух смежных классов Q′1, Q′2 ∈ R(L′) выполняется, что
существуют смежные классы Q′′1, Q

′′
2 ∈ R(L′′) : Q′′1 ⊂ Q′1, Q′′2 ⊂ Q′2.

Действительно, рассмотрим смежные классы Q′1, Q
′
2 ∈ R(L′).

Без ограничения общности, будем считать, что они имеют сле-
дующие сигнатуры: σ(Q′1) = (σ1, ..., σi∗−1, 1, σi∗+1, ..., σk), σ(Q′2) =
(σ1, ..., σi∗−1,−1, σi∗+1, ..., σk).

Добавим к L′ гиперплоскость lk+1 и покажем, что в новом разбие-
нии пространства Rn гиперплоскостями L′′ = L′ ∪ {lk+1} найдутся два
смежных класса Q′′1, Q′′2 : Q′′1 ⊂ Q′1, Q′′2 ⊂ Q′2.
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Для этого рассмотрим три случая:

• Если Q′1 ∩ lk+1 = ∅, Q′2 ∩ lk+1 = ∅, то по лемме 12, в разбиении
R(L′′) (после добавления новой гиперплоскости lk+1) классы Q′1, Q

′
2 оста-

лись без изменений (как множества точек). Покажем, что тогда Q′1, Q′2
– искомые классы.

Действительно, по определению смежности, Q′1, Q′2 6= ∅. Далее рас-
смотрим их сигнатуры. Так как Q′1|Q′2 в исходном разбиении R(L′), то
σi(Q

′
1) = σi(Q

′
2), i ∈ {1, ..., k} \ {i∗} и σi(Q′1) 6= σi(Q

′
2), i = i∗ для некото-

рого i∗ ∈ {1, ..., k}. При этом σi(Q
′
1), σi(Q

′
2) ∈ {−1, 1}, i ∈ {1, 2, ..., k}.

Далее, мы добавили к L′ еще одну гиперплоскость lk+1. Рассмот-
рим значения σk+1(Q

′
1), σk+1(Q

′
2) в новом разбиении R(L′′). Так как

Q′1 ∩ lk+1 = ∅, Q′2 ∩ lk+1 = ∅, то верно, что ∀x ∈ Q′1 σk+1(x) ∈ {−1, 1} и
∀x ∈ Q′2 σk+1(x) ∈ {−1, 1} (нуля тут быть не может, так как это возмож-
но только для точки из lk+1, но Q′1 ∩ lk+1 = ∅, Q′2 ∩ lk+1 = ∅, поэтому
таких точек у нас нет).

Отсюда сразу же делаем вывод, что классы Q′1, Q
′
2 остаются объем-

ными и в новом разбиении R(L′′) (так как в их сигнатурах нет нулей), а
учитывая еще, что множества Q′1, Q′2 остаются классами эквивалентно-
сти в новом разбиении R(L′′), получаем, что σk+1(Q

′
1) = α1 ∈ {−1, 1} и

σk+1(Q
′
2) = α2 ∈ {−1, 1}.

Далее, покажем, что σk+1(Q
′
1) = σk+1(Q

′
2) (здесь и далее уже рассмат-

риваем исходное разбиение L′, а вместо гиперплоскости lk+1 рассматри-
ваем функцию lk+1(x) и ее поведение относительно разбиения L′).

Действительно, пусть, для определенности, σk+1(Q
′
1) = 1. Последнее

означает, что ∀x ∈ Q′1 lk+1(x) > 0. Но lk+1(x) – непрерывная функция,
поэтому ∀x ∈ Q′1 lk+1(x) > 0.

Так как в исходном разбиении R(L′) верно, что Q′1|Q′2, то существует
непустой (n − 1)-мерный класс R такой, что R ⊂ Q′1 ∩ Q′2. В частности,
R ⊂ Q′1, поэтому ∀x ∈ R lk+1(x) > 0. Далее возможны два случая:

1) Если ∀x ∈ R lk+1(x) = 0. Пусть li ∈ L′ : R ⊂ li (так как R
– плоский класс в разбиении R(L′), то такая гиперплоскость li ∈
L′ существует). Тогда по лемме 9 верно, что ∀x ∈ li lk+1(x) = 0.
Откуда следует, что lk+1 = li и это противоречит тому, что lk+1 –
новая (добавленная) гиперплоскость.

2) Если ∃x ∈ R lk+1(x) > 0. Но тогда, в силу непрерывности функции
lk+1(x), верно выражение (21).

∃Oε(x) : ∀y ∈ Oε(x) lk+1(y) > 0 (21)

Но по определению R ⊂ Q′2, поэтому выполняется выражение (22).
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∀x ∈ R ∀Oε(x) ∃y ∈ Q′2 ∩Oε(x) (22)

Из (21) и (22) немедленно следует выражение (23).

∃y ∈ Q′2 : lk+1(y) > 0 (23)

Теперь, переходя к разбиению R(L′′) и учитывая, что Q′2 является
классом эквивалентности в данном разбиении, а также доказанное
выражение (23), получаем, что σk+1(Q

′
2) = σk+1(Q

′
1) = 1.

Но тогда имеем, что уже в новом разбиении R(L′′) сигнатуры клас-
сов Q′1 и Q′2 имеют вид σ(Q′1) = (σ1, ..., σi∗−1, 1, σi∗+1, ..., σk, σk+1),
σ(Q′2) = (σ1, ..., σi∗−1,−1, σi∗+1, ..., σk, σk+1). Учитывая из ранее до-
казанного, что Q′1, Q′2 – непустые и объемные, получаем по лемме
8, что Q′1|Q′2 (эти классы непустые, объемные и их сигнатуры от-
личаются только в одной компоненте).

• Пусть Q′1∩lk+1 = ∅ иQ′2∩lk+1 6= ∅ илиQ′1∩lk+1 6= ∅ иQ′2∩lk+1 = ∅.
Без ограничения общности, будем считать, что Q′1∩lk+1 = ∅ и Q′2∩lk+1 6=
∅. Тогда по лемме 12 Q′2 распадается в новом разбиении R(L′′) на три
класса Q+′

2 , Q
−′
2 , Q

0′
2 , из которых два класса Q+′

2 , Q
−′
2 6= ∅ — смежные

и объемные. Покажем, что тогда один из этих объемных классов будет
смежен с Q′1 (который, по лемме 12, остался классом эквивалентности в
разбиении R(L′′)).

Отметим, что σk+1(Q
′
1) = σk+1 ∈ {−1, 1} (доказательство аналогично

предыдущему случаю).
Так как при разбиении R(L′) классы Q′1, Q

′
2 имели следую-

щие сигнатуры: σ(Q′1) = (σ1, ..., σi∗−1, 1, σi∗+1, ..., σk), σ(Q′2) =
(σ1, ..., σi∗−1,−1, σi∗+1, ..., σk), то при разбиении R(L′′) класс Q′1 оста-
нется неизменным (как множество точек), но будет иметь сигнатуру
σ(Q′1) = (σ1, ..., σi∗−1, 1, σi∗+1, ..., σk, σk+1).

А вместо класса Q′2 появятся классы Q+′
2 , Q

−′
2 , Q

0′
2 , имеющие

сигнатуры σ(Q+′
2 ) = (σ1, ..., σi∗−1,−1, σi∗+1, ..., σk, 1), σ(Q−′2 ) =

(σ1, ..., σi∗−1,−1, σi∗+1, ..., σk,−1) и σ(Q0′
2 ) = (σ1, ..., σi∗−1,−1, σi∗+1, ..., σk, 0),

соответственно.
Очевидно, что хотя бы одна из сигнатур σ(Q+′

2 ) или σ(Q−′2 ) будет об-
ладать тем свойством, что последняя ее компонента равна σk+1(Q

′
1) =

σk+1 (принцип ящиков Дирихле — ранее мы показали, что σk+1(Q
′
1) =

σk+1 ∈ {−1, 1}, а далее мы рассматриваем классы Q+′
2 и Q−′2 с сигна-

турами, обладающими компонентами σk+1(Q
+′
2 ) = 1, σk+1(Q

−′
2 ) = −1;

поэтому какой-то из этих компонент σk+1(Q
+′
2 ), σk+1(Q

−′
2 ) компонента
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σk+1(Q
′
1) = σk+1 ∈ {−1, 1} окажется равной). Без ограничения общно-

сти, пусть это будет класс Q+′
2 (то есть σk+1(Q

+′
2 ) = σk+1(Q

′
1) = σk+1).

Очевидно, что в таком случае сигнатура класса Q+′
2 отличается от

сигнатуры класса Q′1 лишь в компоненте i∗. При этом σi∗(Q
′
1) = 1, а

σi∗(Q
+′
2 ) = −1.

Тогда, выбирая класс Q+′
2 в качестве Q′′2, а в качестве Q′′1 беря Q′1,

получаем, что нашлись два непустых класса Q′′1 и Q′′2 такие, что Q′′1 ⊂ Q′1
(так как по построению Q′1 = Q′′1), Q′′2 ⊂ Q′2 (доказано в лемме 12) такие,
что Q′′1|Q′′2 (следует из построения и леммы 8).
• Пусть Q′1 ∩ lk+1 6= ∅, Q′2 ∩ lk+1 6= ∅. Но тогда, по лемме 12, Q′1 =

Q+′
1 ∪Q−′1 ∪Q0′

1 , Q′2 = Q+′
2 ∪Q−′2 ∪Q0′

2 , где Q
+′
i , Q

−′
i , Q

0′
i , i ∈ {1, 2} – классы

из нового разбиения R(L′′) (каждый из классов Q′1 и Q′2 распался на
три класса Q+′

i , Q
−′
i , Q

0′
i , i ∈ {1, 2}). Причем классы Q+′

i , Q
−′
i , i ∈ {1, 2}

непусты, объемны, смежны (при фиксированном i), а также Q+′
1 , Q

−′
1 ⊂

Q′1, Q
+′
2 , Q

−′
2 ⊂ Q′2.

Но тогда, взяв, например, пару Q+′
1 , Q

+′
2 за классы Q′′1, Q

′′
2, соответ-

ственно, получаем, что Q+′
1 , Q

+′
2 , очевидно, смежны в разбиении R(L′′).

Откуда и следует доказываемое утверждение.

Лемма 14. Пусть дано укрупнение R(L′) некоторого разбиения R(L) и
взят класс U ∈ V (L′). Тогда верно, что:

1) Или U содержит единственный класс эквивалентности R ∈
V (L).

2) Или ∀R1, R2 ∈ V (L) : R1, R2 ⊂ U, R1 6= R2 выполняется, что
R1|R2 или ∃R(1), ..., R(r) ∈ V (L) : R(1), ..., R(r) ⊂ U и при этом
R1|R(1)|...|R(r)|R2 (см. рис. 4).

Доказательство. Будем доказывать по индукции построения укрупне-
ния.

База индукции: Пусть R(L1) образовано из R(L) вычеркиванием
одной гиперплоскости (без ограничения общности будем считать, что это
гиперплоскость l1). Тогда по лемме 12 любой из классов U ∈ V (L1) либо
совпадает с некоторым классом из V (L), либо образован, как U = R+ ∪
R0∪R− для некоторых непустых классов R+, R0, R−, из которых R+, R−

– объемные, а R0 – (n−1)-мерный. При этом R+, R− являются смежными
по R0.

В первом случае (когда U ∈ V (L1) совпадает с некоторым классом из
V (L)) получаем, что в данном классе U ∈ V (L1) содержится всего лишь
один класс из V (L) — сам класс U ∈ V (L) (как подмножество). Отсюда
следует, что в данном случае теорема верна.
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Рис. 4. Иллюстрация утверждения леммы 14 (второй случай) при U =
R2. Классы R1, R2 обозначены сеткой; цепь смежных классов R(1), ..., R(r)

закрашена косыми линиями. Для наглядности путь по смежным клас-
сам R(1), ..., R(r) через соответствующие смежностям пограничные клас-
сы обозначен ломаной линией

Во втором случае теорема также верна, так как для любых R1, R2 ∈
V (L) : R1, R2 ⊂ U, R1 6= R2 верно, что R1 = R+, R2 = R−, так как,
по построению, из непустых объемных классов в V (L) только R+ и R−

являются подмножествами U . И данные классы R1 = R+, R2 = R− по
лемме 12 являются смежными в разбиении R(L).

Рассмотрим также несколько экстремальных ситуаций. Так, если в
L′ нет гиперплоскостей, то по определению R(L′) = V (L′) = {Rn}. Далее
возможны два случая:
• Если L = {l1}, то, очевидно, что U = Rn = l+1 ∪ l1 ∪ l−1 . И поэтому

единственные два различных класса из V (L), содержащиеся в U — это
R1 = l+1 , R2 = l−1 , которые, очевидно, являются смежными в R(L).
• Если же в L нет гиперплоскостей (то есть L = ∅), то по опреде-

лению V (L′) = R(L′) = R(L) = V (L) = {Rn} и в V (L′) содержится
единственный класс эквивалентности R = U = Rn из V (L), поэтому
утверждение снова верно.

Шаг индукции: Пусть Li образовано из Li−1 вычеркиванием ги-
перплоскости li (а Li−1 образовано из L = {l1, ..., lk} вычеркиванием ги-
перплоскостей l1, ..., li−1). Рассмотрим разбиение R(Li−1) и полученное
укрупнение R(Li).

Тогда по лемме 12 каждый U ∈ V (Li) либо совпадает с некоторым
R ∈ V (Li−1), либо образован, как U = R+ ∪ R0 ∪ R−, где R+|R− и
R+, R− ∈ V (Li−1).
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Если U ∈ V (Li) совпадает с некоторым R ∈ V (Li−1), то для него
выполняется предположение индукции и все доказано.

Если же U = R+ ∪ R0 ∪ R−, где R+|R− и R+, R− ∈ V (Li−1), то для
R+, R− верно предположение индукции. То есть, либо в R+ находит-
ся единственный класс эквивалентности из V (L), либо в R+ находится
несколько классов эквивалентности из V (L) и тогда ∀R+

1 , R
+
2 ∈ V (L) :

R+
1 , R

+
2 ⊂ R+, R+

1 6= R+
2 выполняется, что R+

1 |R+
2 или ∃R(1),+, ..., R(r1),+ ∈

V (L) : R(1),+, ..., R(r1),+ ⊂ R+ и при этом R+
1 |R(1),+|...|R(r1),+|R+

2 .
И полностью аналогично, либо в R− находится единственный класс

эквивалентности из V (L), либо в R− находится несколько классов
эквивалентности из V (L) и тогда ∀R−1 , R−2 ∈ V (L) : R−1 , R

−
2 ⊂

R−, R−1 6= R−2 выполняется, что R−1 |R−2 или ∃R(1),−, ..., R(r2),− ∈ V (L) :
R(1),−, ..., R(r2),− ⊂ R− и при этом R−1 |R(1),−|...|R(r2),−|R−2 .

Отметим, что случай, когда в R+ или R− содержится единственный
класс из V (L) соответствует (согласно лемме 12) ситуации, когда R+

или R− остался классом эквивалентности в V (Li−1), поэтому он совпа-
дает, как множество, с классом R+ или R− в V (L). В дальнейшем это
рассуждение будем опускать и говорить, что это следует из леммы 12.

Также, из леммы 13 известно, что для любых двух смежных классов
Q1, Q2 ∈ R(Li−1) (из всякого укрупнения разбиения R(L)) выполняется,
что ∃Q′1, Q′2 ∈ V (L) : Q′1 ⊂ Q1, Q

′
2 ⊂ Q2, Q

′
1|Q′2.

Но тогда для R+, R− ∈ R(Li−1) верно (24).

∃Q′1, Q′2 ∈ V (L) : Q′1 ⊂ R+, Q′2 ⊂ R−, Q′1|Q′2 (24)

Далее рассмотрим ∀R1, R2 ∈ V (L) : R1, R2 ⊂ U . Согласно предполо-
жению индукции, для них возможны следующие случаи:
• Пусть R1, R2 ⊂ R+ или R1, R2 ⊂ R−. В любом случае выполняется

предположение индукции для классов R+ и R−, откуда следует истин-
ность утверждения.
• Пусть R1 ⊂ R+, R2 ⊂ R− и оба класса R+, R− содержат единствен-

ный класс эквивалентности из V (L). Тогда из леммы 12 следует, что R−

и R+ в разбиении V (Li−1) совпадают с собой же в разбиении V (L). То-
гда существуют единственные отличные друг от друга объемные классы
R1 = R+, R2 = R− из U и они, по построению, смежные.
• Пусть R1 ⊂ R+, R2 ⊂ R− и один из классов R+ ∈ V (Li−1), R− ∈

V (Li−1) содержит единственный класс эквивалентности из V (L). Без
ограничения общности, можно считать, что это класс R+. Тогда из лем-
мы 12 следует, что R+ в V (Li−1) совпадает с собой же в V (L).

Но тогда отсюда и из (24) получаем, что R1 = R+ = Q′1 и ∃Q′2 ∈
V (L) : Q′2 ⊂ R−, причем R1|Q′2.

В свою очередь, так как Q′2 ⊂ R−, R2 ⊂ R−, то по предположе-
нию индукции для R−, будет выполняться либо Q′2 = R2, либо Q′2|R2,
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либо ∃R(1),−, ..., R(r2),− ∈ V (L) : R(1),−, ..., R(r2),− ⊂ R− такие, что
R2|R(1),−|...|R(r2),−|Q′2.

Тогда, учитывая, что R1|Q′2 и симметричность отношения смежности,
получаем (на примере случая с самым большим числом промежуточных
классов), что R1|Q′2|R(r2),−|...|R(1),−|R2. Учитывая, что R+, R− ⊂ U , то
и Q′2, R(r2),−, ..., R(1),− ⊂ U . Откуда и следует доказываемое. Остальные
случаи рассматриваются полностью аналогично.
• Пусть R+ и R− (каждый) содержат как минимум по два класса из

V (L). Выберем ∀R1 ∈ V (L) : R1 ⊂ R+ и ∀R2 ∈ V (L) : R2 ⊂ R−. Тогда по
предположению индукции R1 = Q′1, или R1|Q′1, или ∃R(1),+, ..., R(r1),+ ∈
V (L) : R(1),+, ..., R(r1),+ ⊂ R+ и при этом R1|R(1),+|...|R(r1),+|Q′1. И,
аналогично, R2 = Q′2 или R2|Q′2, или ∃R(1),−, ..., R(r2),− ∈ V (L) :
R(1),−, ..., R(r2),− ⊂ R− и при этом R2|R(1),−|...|R(r2),−|Q′2.

Но учитывая, чтоQ′1|Q′2 и симметричность отношения смежности, по-
лучаем (снова на примере случая с самым большим числом промежуточ-
ных классов), что R1|R(1),+|...|R(r1),+|Q′1|Q′2|R(r2),−|...|R(1),−|R2. Учиты-
вая, что R+, R− ⊂ U , то и Q′1, Q′2, R(1),+, ..., R(r1),+, R(r2),−, ..., R(1),− ⊂ U .
Откуда и следует доказываемое. Остальные случаи рассматриваются
полностью аналогично.

Также отметим, что в случае, если Li−1 = ∅, полагаем, что R(Li) =
R(Li−1) = V (Li) = V (Li−1) = {Rn}. И в данном случае для класса
U = Rn ∈ V (Li) выполняется предположение индукции и утверждение
можно считать доказанным.

Лемма 15. Все объемные классы произвольного разбиения связаны по
смежности друг с другом. Другими словами, для произвольного набора
гиперплоскостей L = {l1, ..., lk} верно, что ∀R1, R2 ∈ V (L) : R1 6= R2

выполняется R1|R2 или ∃R(1), ..., R(r) ∈ V (L) : R1|R(1)|...|R(r)|R2.

Доказательство. Укрупняя в лемме 14 разбиение R(L) до R(∅), полу-
чаем доказываемое утверждение.

Лемма 16 (первый критерий стабилизируемости). Верны следующие
утверждения:

1) Если цепь ∂iS(R(1)), i ∈ N стабилизируется при i = istab, то

∀t ∈ N ∂istab+tS (R(1)) = ∂istabS (R(1)).

2) Стабилизация при некотором i = istab может произойти в том
и только том случае, когда все непустые объемные классы экви-
валентности входят во множество ∂istabS (R(1)).
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Доказательство. 1. Пусть цепь ∂iS(R(1)), i ∈ N стабилизировалась при
i = istab. Тогда по определению верно, что ∂istab+1

S (R(1)) = ∂istabS (R(1)).
Но тогда ∂istab+tS (R(1)) = ∂tS(∂istabS (R(1))) = ∂t−1S (∂S(∂istabS (R(1)))) =

∂t−1S (∂istab+1
S (R(1))) = ∂t−1S (∂istabS (R(1))) = ... = ∂istabS (R(1)). Откуда и сле-

дует доказываемое.
2. Если все непустые объемные классы эквивалентности вошли в

∂istabS (R(1)), то, очевидно, что ∂(∂istabS (R(1))) = ∂istabS (R(1)) (так как по
определению ∀i ∈ N ∂iS(R(1)) ⊂ V (L)), откуда следует, что цепь стабили-
зировалась.

Предположим теперь, что в цепь не вошли все объемные непустые
классы эквивалентности. Предположим, что при этом цепь стабилизи-
ровалась. Тогда по пункту 1 некоторые объемные непустые классы эк-
вивалентности так и не войдут в цепь ∂iS(R(1)), i ∈ N.

Очевидно, что в цепь входит класс R(1) или такие классы эк-
вивалентности R′ ∈ V (L), что R′|R(1) или ∃{R′1, ..., R′r} ⊂ V (L) :
R′1|R(1), ..., R′|R′r, R′j |R′j−1, j ∈ {2, ..., r}.

Но тогда тот факт, что некоторые непустые объемные классы
никогда не войдут в цепь ∂iS(R(1)), i ∈ N означает, что ∃Rfin ∈
V (L) : Rfin 6= R(1), Rfin 6 | R(1) и ∀r ∈ N @{R′1, ..., R′r} ⊂ V (L) :
R′1|R(1), R′|R′r, R′j |R′j−1, j ∈ {2, ..., r}. Но последнее противоречит лемме
15. Следовательно, наше предположение неверно. Поэтому, цепь не мо-
жет стабилизироваться, пока в некоторый элемент цепи не вошли все
непустые объемные классы эквивалентности.

Лемма 17 (второй критерий стабилизируемости). Цепь ∂iS(R(1)), i ∈ N
стабилизируется (при некотором i = istab) ⇐⇒ ∂istabadd (R(1)) = ∅.

Доказательство. (⇐) : Пусть существует i = istab, при котором
∂iadd(R

(1)) = ∅. Предположим, что при этом ∂iS(R(1)), i ∈ N не стаби-
лизировалась на индексе istab (то есть ∂istabS (R(1)) 6= ∂istab+1

S (R(1))). Но

тогда ∂istabadd (R(1))
def
= ∂istab+1

S (R(1)) \ ∂istabS (R(1)) 6= ∅ – противоречие.
(⇒) : Пусть цепь стабилизировалась на элементе ∂istabS (R(1)). То-

гда, по определению, ∂istab+1
S (R(1)) = ∂istabS (R(1)), откуда следует, что

∂istabadd (R(1))
def
= ∂istab+1

S (R(1)) \ ∂istabS (R(1)) = ∅.

5. Основные леммы

Лемма 18. Пусть f : Rn → R и g : Rn → R – две CPL-функции,
заданные над гиперплоскостями {l1, ..., lk1} и {p1, ..., pk2} и α ∈ R. Тогда:

1) Функция f + g является CPL-функцией, причем ее можно задать
над объединением {l1, ..., lk1} ∪ {p1, ..., pk2}.
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2) Функция α · f является CPL-функцией, причем ее можно задать
над множеством гиперплоскостей {l1, ..., lk1}.

Доказательство. 1. Рассмотрим множество гиперплоскостей {l1, ..., lk1}∪
{p1, ..., pk2}. По лемме 10 можно считать, что f : Rn → R и g : Rn → R
– непрерывные кусочно-линейные функции, заданные над данным объ-
единением {l1, ..., lk1} ∪ {p1, ..., pk2}.

Отметим, что из курса математического анализа, известно, что f + g
– также непрерывная функция.

Далее, рассмотрим ∀χ ∈ R({l1, ..., lk1}∪{p1, ..., pk2}). По определению,
∀x ∈ χ f(x) = fχ(x), g(x) = gχ(x), где fχ(x), gχ(x) – линейные части
функций f, g, соответственно, на классе χ.

Но тогда ∀x ∈ χ f(x) + g(x) = fχ(x) + gχ(x). Но fχ(x) + gχ(x) –
это тоже линейная функция. Таким образом, по определению, f + g –
кусочно-линейная функция, заданная над гиперплоскостями {l1, ..., lk1}∪
{p1, ..., pk2}.

2. Полностью аналогично, из курса математического анализа извест-
но, что α · f – непрерывная функция. И, кроме того, если f задана над
{l1, ..., lk1}, то ∀χ ∈ R({l1, ..., lk1}) выполняется, что ∀x ∈ χ f(x) = fχ(x).
Но тогда ∀x ∈ χ α ·f(x) = α ·fχ(x), причем α ·fχ(x) – линейная функция.
Откуда и следует доказываемое.

Лемма 19. Пусть f – некоторая CPL-функция, заданная над разби-
ением {R1, ..., Rs}, а h – некоторая ее выпуклая склейка на классах
R+, R− ∈ {R1, ..., Rs}. Тогда верно, что:

1) Функция f − h является CPL-функцией

2) Функция f − h задана над теми же классами эквивалентности,
что и функция f .

3) Число строго выпуклых склеек функции f−h как минимум на одну
меньше, чем у функции f .

Доказательство. 1. Так как h – выпуклая склейка на классах R+, R−,
то по определению h(x) = max(fR+(x), fR−(x)). Поэтому очевидно, что
h – выпуклая, непрерывная и кусочно-линейная функция (заданная над
единственной гиперплоскостью l ∈ {l1, ..., lk} : R0 ⊂ l, где R0 – погранич-
ный класс при смежных классах R+, R−).

Но тогда по лемме 18 f − h – CPL-функция.
2. Более того, по той же лемме 18, f −h задается над теми же гипер-

плоскостями, что и f . Следовательно, f − h можно задать над теми же
классами эквивалентности, что и функцию f .
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3. Выберем произвольную пару смежных классов R+, R− со склей-
кой ϕ и обозначим R0 – пограничный класс для данной пары смежных
классов.

Отметим, что, если склейка ϕ была вогнутая, то функция f−h будет
равна на классах R+, R−, R0 функции ϕ− h, которая является вогнутой
(как сумма двух вогнутых функций). Следовательно, склейка по функ-
ции f − h на классах R+, R− также будет вогнутой.

Если склейка ϕ была выпуклой, то мы ничего не можем утверждать
про выпуклость или вогнутость функции ϕ − h кроме одного случая.
Это случай, когда ϕ = h. В этом случае на классах R+, R−, R0 функция
ϕ−h будет вести себя, как константа. Поэтому ее можно реализовать как
выпуклой, так и вогнутой склейкой. Такие склейки не считаются строго
выпуклыми.

Таким образом, функция f − h обладает числом строго выпуклых
склеек на единицу меньшим, чем число строго выпуклых склеек у функ-
ции f .

Лемма 20. Если функция f : Rn → R не имеет строго вогнутых скле-
ек, то она выпуклая.

Доказательство. Пусть f задана над некоторым разбиением R(L) =
{R1, ..., Rs}, порожденным гиперплоскостями L = {l1, ..., lk}. Без огра-
ничения общности положим, что V (L) = {R1, ..., Rs

′}, где {1, ..., s′} ⊂
{1, ..., s}. Отметим, что отсутствие строго вогнутых склеек у f означает,
что все ее склейки являются выпуклыми (и какие-то из них, быть может,
одновременно являются вогнутыми).

По определению, это означает, что для любых двух смежных клас-
сов Ri, Rj ∈ V (L) верно, что ∀x ∈ Ri fRi(x) > fRj (x). Покажем,
что ∀Ri, Rj ∈ V (L) (не обязательно смежных) выполняется, что ∀x ∈
Ri fRi(x) > fRj (x).

Сначала выберем (зафиксируем) ∀R(1) ∈ V (L) и покажем, что ∀Rj ∈
V (L) ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fRj (x). Для этого рассмотрим цепочку расши-
рений ∂iS(R(1)) = ∂S(...∂S(R(1)))︸ ︷︷ ︸

i раз

, i ∈ N.

По лемме 16 данная цепочка стабилизируется лишь при достижении
всего множества V (L). Обозначим момент i ∈ N стабилизации цепочки
∂iS(R(1)), i ∈ N через istab.

Покажем теперь по индукции, что ∀i ∈ {1, ..., istab} и ∀R(i+1) ∈
∂iS(R(1)) выполняется, что ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fR(i+1)(x).

База индукции: Пусть i = 1. Тогда ∂iS(R(1)) = ∂S(R(1)). И по по-
строению ∀R(2) ∈ ∂S(R(1)) либо совпадает с R(1), либо является смежным
к R(1) и по условию леммы ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fR(2)(x).
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Шаг индукции: Пусть утверждение верно до i − 1 включительно.
Покажем, что утверждение верно для i. Действительно, если i − 1 >
istab, то при переходе от i − 1 к i новых классов не добавляется (так
как цепь стабилизируется на множестве всех непустых объемных классов
эквивалентности) и утверждение доказано.

Если же i−1 < istab, то по лемме 16 цепь ∂is(R(1)), i ∈ N еще не стаби-
лизировалась, поэтому по лемме 17 ∂i−1add (R(1)) = ∂iS(R(1))\∂i−1S (R(1)) 6= ∅.
Тогда ∂iS(R(1)) = ∂i−1add (R(1)) ∪ ∂i−1S (R(1)). Причем для ∂i−1S (R(1)) по пред-
положению индукции утверждение верно (то есть ∀R(i+1) = R(i) ∈
∂i−1S (R(1)) ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fR(i)(x)). Следовательно, остается до-
казать утверждение только для ∂i−1add (R(1)).

Возьмем ∀R(i+1) ∈ ∂i−1add (R(1)) и покажем, что ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) >
fR(i+1)(x). Так как в ∂i−1add (R(1)) по построению содержатся только но-
вые классы, смежные с классами из ∂i−1S (R(1)), то для R(i+1) найдет-
ся класс R(i) ∈ ∂i−1S (R(1)), смежный с классом R(i+1). По индукции,
∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fR(i)(x).

Пусть также сигнатуры классов R(i) и R(i+1) отличаются в компонен-
те ji,i+1 ∈ {1, ..., k}.

Далее, так как R(i) и R(i+1) – смежные классы и все склейки у функ-
ции f – выпуклы, то ∀x ∈ R(i) fR(i)(x) > fR(i+1)(x).

Далее возможны два случая:
• Пусть σji,i+1(R(1)) = σji,i+1(R(i)). Это означает, что классы R(1), R(i)

лежат по одну сторону от гиперплоскости l, разделяющей классы
R(i), R(i+1) (на которой всегда достигается равенство fR(i) , fR(i+1)). Без
ограничения общности, можно считать, что R(1), R(i) ∈ l+. Тогда по
пунктам 2 и 4 леммы 9 и из выражения ∀x ∈ R(i) fR(i)(x) > fR(i+1)(x)
получаем, что ∀x ∈ l+ fR(i)(x) > fR(i+1)(x). Откуда следует, что ∀x ∈
R(1) fR(i)(x) > fR(i+1)(x).

Учитывая, что ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fR(i)(x), получаем, что в данном
случае ∀x ∈ R(1) fR(1)(x) > fR(i+1)(x) и утверждение для этого случая
доказано.
• Пусть σji,i+1(R(1)) 6= σji,i+1(R(i)). Это означает, что классы R(1), R(i)

лежат по разные стороны от гиперплоскости l, разделяющей классы
R(i), R(i+1). Но тогда σji,i+1(R(1)) = σji,i+1(R(i+1)) (так как именно в этой
компоненте с номером ji,i+1 и отличаются классыR(i), R(i+1)) и получает-
ся, что классы R(1), R(i+1) находятся по одну сторону от гиперплоскости
l.

Обозначим N =
∣∣{j|σj(R(1)) 6= σj(R

(i))}
∣∣. Но тогда выполняется∣∣{j|σj(R(1)) 6= σj(R

(i+1))}
∣∣ = N − 1, что противоречит построению

∂i−1add (R(1)).
Действительно, по построению и лемме 8 во множестве ∂iS(R(1)) со-

держатся классы, сигнатуры которых отличаются от сигнатуры σ(R(1))
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не более, чем в i компонентах. Причем, по построению (∂iS(R(1)) =
∂i−1add (R(1)) ∪ ∂i−1S (R(1))), во множестве ∂i−1add (R(1)) содержатся только те
классы, сигнатуры которых отличаются от сигнатуры σ(R(1)) ровно в i
компонентах. Таким образом, на i-ом шаге в ∂i−1add (R(1)) не могут попасть
классы с i − 1 инверсией, так как они уже есть в ∂i−1S (R(1)). Получили
противоречие, поэтому данный случай невозможен.

Таким образом, показано, что ∀Rj ∈ V (L) ∀x ∈ R(1) fR(1) > fRj (x).
А в силу того, что R(1) – это произвольный непустой объемный класс
эквивалентности, то отсюда и получаем доказываемое (что ∀Ri, Rj ∈
V (L) ∀x ∈ Ri fRi(x) > fRj (x)).

Но тогда для f(x) верен тот же вывод, что и для любой выпуклой
CPL-функции (см. лемму 4). Отсюда и из основной теоремы в [11] полу-
чаем, что функция f(x) представима в виде max

i∈{1,...,s′}
(fRi(x)). А так как

последняя функция выпукла, то и f(x) – тоже выпукла.

Лемма 21. Если функция f : Rn → R не имеет строго выпуклых скле-
ек, то она вогнутая.

Доказательство. Отметим, что −f не имеет строго вогнутых склеек.
Но тогда данная функция является выпуклой по лемме 20. А тогда f –
вогнутая.

6. Основные результаты

Теорема 1. Любую CPL-функцию f : Rn → R, заданную над разбиени-
ем R(L) = {R1, ..., Rs}, порожденным гиперплоскостями L = {l1, ..., lk},
можно восстановить нейронной схемой над базисом B1 нелинейной глу-
бины 1 и нелинейной сложности, не превосходящей k · ds′/2e + 1, где
s′ = |V (L)|.

Доказательство. Рассмотрим множество строго выпуклых склеек
функции f . Пусть это множество S(0). Выберем произвольную строго
выпуклую склейку h1 ∈ S(0) и рассмотрим функцию g1 = f−h1. По лем-
ме 19 функция g1 также является CPL-функцией, заданной над теми же
гиперплоскостями {l1, ..., lk}, но при этом множество строго выпуклых
склеек S(1) для функции g1 обладает тем свойством, что |S(1)| 6 |S(0)|−1.

Продолжая процесс до некоторого N , при котором S(N) = ∅, полу-
чаем функцию gN = f − h1 − h2 − ... − hN . Таким образом, функция
gN обладает пустым множеством строго выпуклых склеек. Но тогда по
лемме 21 функция gN – вогнутая.

Вогнутую функцию можно представить нейронной схемой над бази-
сом B1 [11], поэтому gN выразима нейронной схемой над B1. Но тогда
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f = h1 + ... + hN + gN , где h1, ..., hN , gN – функции, выразимые нейрон-
ными схемами. Следовательно, f также выразима нейронной схемой.

Отметим, что так как h1, ..., hN , gN можно выразить в виде нейронной
схемы нелинейной глубины 1 [11], то f тоже является нейронной схемой
нелинейной глубины 1 над базисом B1.

Оценим нелинейную сложность такой нейронной схемы. Так как
функции h1, ..., hN , gN выразимы над базисом B1 нейронными схемами
нелинейной сложности 1, то достаточно оценить число N . Самая про-
стая оценка сверху — это число выпуклых склеек функции f . Но тогда
|{h1, ..., hN , gN}| = N + 1 6 |S(0)| + 1. Оценим теперь число выпуклых
склеек.

Для этого возьмем произвольную гиперплоскость l. Так как в каждой
склейке участвует два непустых объемных класса, то данная гиперплос-
кость может дать нам максимум ds′/2e склеек, где s′ – число непустых
объемных классов. Так как гиперплоскостей k штук, то получаем оценку
сверху |S(0)| 6 k · ds′/2e.

Но тогда получается, что |{h1, ..., hN , gN}| 6 k · ds′/2e+ 1. Таким об-
разом, нелинейную сложность полученной нейронной схемы можно оце-
нить сверху числом k · ds′/2e+ 1.

Любую CPL-функцию f : Rn → R, заданную над разбиением
R(L) = {R1, ..., Rs}, порожденным гиперплоскостями L = {l1, ..., lk},
можно восстановить нейронной схемой над базисом B2 нелинейной глу-
бины dlog2 s′e и нелинейной сложности, не превосходящей s′·(k·ds′/2e+1),
где s′ = |V (L)|.

Доказательство. По теореме 1 данную функцию f можно представить
в виде суммы f = h1 + ... + hN + gN , где h1, ..., hN , gN – выпуклые или
вогнутые функции, а |{h1, ..., hN , gN}| = N + 1 6 k · ds′/2e+ 1.

Но по следствию к теореме 1 в работе [11] каждую функцию ϕ ∈
{h1, ..., hN , gN} можно представить нейронной схемой нелинейной глуби-
ны dlog2 s′e и нелинейной сложности s′ в базисе B2.

Тогда из выражения h1 + ...+hN +gN следует, что функцию f можно
реализовать нейронной схемой нелинейной сложности s′ · (N + 1) 6 s′ ·
(k · ds′/2e+ 1). Причем, так как нелинейная глубина функции h1 + ...+
hN + gN равна максимальной нелинейной глубине ее аргументов, а все
ее аргументы обладают нелинейной глубиной dlog2 s′e, то получаем, что
нелинейная глубина f равна dlog2 s′e в базисе B2.

Теорема 2. [B1] = CPL, [B2] = CPL

Доказательство. Докажем, что [B1] = CPL, равенство [B2] = CPL до-
казывается аналогично. Доказывать будем методом двойного включе-
ния:
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• ([B1] ⊂ CPL) : Так как в базисе B1 содержатся только кусочно-
линейные непрерывные функции, то при суперпозициях также будут по-
лучаться кусочно-линейные непрерывные функции [6].
• (CPL ⊂ [B1]) : Пусть есть произвольная CPL-функция f . Тогда по

теореме 1 данную функцию можно представить в виде нейронной схемы
над базисом B1. Следовательно, f ∈ [B1].

Автор выражает благодарность научному руководителю, к.ф.-м.н.,
научному сотруднику В.С. Половникову за постановку задачи и научное
руководство, а также д.ф.-м.н., доценту А.А. Часовских за помощь в
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The paper considers the question of the expressibility of any
continuous particle-linear function of several real variables in the form
of a neural circuit over a basis with nonlinearities of the max type.
Then the result is transferred to neural circuits built over a basis with
a single non-linear RELU function.

Before proving the result, several auxiliary, technical lemmas are
formulated and proved, expanding the existing knowledge about the
properties of particle-linear functions and equivalence classes generated
by a certain set of hyperplanes.

The paper also gives estimates of nonlinear complexity and depth
for the constructed neural circuits in two given bases.

Finally, the paper proves the equality of the class of continuous
particle-linear functions, the class of functions representable by neural
circuits over a basis of the first type, and the class of functions
representable by neural circuits over a basis of the second type.
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Часть 3.
Математические модели



Вычислительная сложность определения
локальности кода

Д.Ю. Валинуров1

Локально восстанавливаемые коды (LRC коды) это линейные
коды с представляющим большой интерес для приложений свой-
ством, что каждый символ кодового слова можно восстановить по
небольшому множеству других символов. В статье рассматривается
сведение известных NP-полных задач теории кодирования к задаче
проверки свойства локальности кода, и доказывается NP-полнота
данной задачи для кода над произвольным фиксированным конеч-
ным полем.

Ключевые слова: коды исправляющие ошибки, локально вос-
станавливаемые коды, NP-полнота.

1. Введение

Обозначим через Fq конечное поле из q элементов. Назовём (n, k) кодом
над алфавитом A подмножество C ⊆ An мощности |C| = |A|k. Далее
будем рассматривать линейные [n, k] коды2 над конечным полем Fq, то
есть k-мерные линейные подпространства Fnq , где k = dimC называется
размерностью кода C.

Порождающей матрицей линейного [n, k] кода является такая мат-
рица G размера k × n, что слово c ∈ C получается как c = vG, где v —
некоторое слово из Fkq . Проверочной матрицей кода называется такая
матрица H размера (n− k)× n, что cHᵀ = 0 для любого c ∈ C.

Определение 1. Минимальным расстоянием кода C называется вели-
чина d = minx,y∈C,x6=y h(x, y), где h — расстояние Хэмминга, то есть
количество компонент, в которых векторы не равны. Нетрудно пока-
зать, что для линейных кодов d = minx∈C,x6=0w(x), где w(x) - вес слова
x, то есть количество ненулевых компонент.

Обозначим через [n] множество {1, 2, ..., n}. Для произвольного мно-
жества A ⊆ [n] ограничением H|A матрицы H на A будем обозначать

1Валинуров Денис Юрьевич — аспирант каф. математической теории интеллекту-
альных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: denis.valinurow@yandex.ru.

Valinurov Denis Yurevich — graduate student, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.

2В дальнейшем, когда речь будет идти о линейных кодах, мы обычно будем ис-
пользовать квадратные скобки вместо круглых.
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подматрицу, полученную удалением из H столбцов не из A, ограниче-
нием C|A кода C на A будем обозначать код, получаемый удалением из
кодовых слов всех символов с индексами не из A.

Определение 2. Говорим, что (n, k) код обладает свойством
r-локальности, если выполняется следующее: для любого i ∈ [n] суще-
ствует подмножество Ri ⊆ [n] \ i, |Ri| ≤ r такое, что ограничения
множества C (i, a) = {x ∈ C : xi = a} на Ri имеют пустое пересечение
для a 6= a′, то есть C|Ri (i, a)

⋂
C|Ri (i, a′) = ∅.

Линейный код с таким свойством называется LRC [n, k, r] кодом
(locally recoverable code). Множества Ri будем называть локальностя-
ми. Из определения видно, что i-ый символ не может принимать разные
значения при одинаковых значениях символов из Ri. Поэтому можно
говорить, что символ ci кодового слова c ∈ C однозначно восстанавлива-
ется по множеству Ri и является функцией компонент cj , j ∈ Ri.

Далее также будут упомянуты линейные коды над Fq, элементы кото-
рых являются векторами над A = Fwq . Каждый символ такого кода будем
интерпретировать как сервер, хранящий вектор из w значений из Fq. В
литературе параметр w называется субпакетизацией. Обозначим общую
длину такого кода как N = nw, размерность3 как K = kw. Если на мно-
жестве серверов такого кода задана локальность, то соответствующий
r-локальный код будем называть [n, k, r, w] кодом.

Определение 3. Кодом, двойственным к линейному коду C ⊆ Fnq на-
зывается код C⊥ = {b ∈ Fnq : b · c = 0,∀c ∈ C}, где b · c =∑i∈[n] bici это
стандартное скалярное произведение векторов b, c ∈ Fnq .

Заметим следующую связь параметра локальности r с минимальным
расстоянием d двойственного кода. Если в двойственном коде имеется
кодовое слово веса d, то значит в исходном коде имеется проверочное со-
отношение, в котором d ненулевых коэффициентов. Поэтому видна связь
задачи определения локальности с задачей определения минимального
расстояния.

Определение 4. Автоморфизм кода C — перестановка π на множе-
стве индексов [n] такая, что для любого кодого слова c ∈ C выполнено
π(c) ∈ C. Легко заметить, что автоморфизмы кода замкнуты относи-
тельно композиции и образуют группу, называемую группой автомор-
физмов кода.

3Для простоты мы считаем, что размерность всегда делится на w.
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Определение 5. Код называется транзитивным, если для любых i, j ∈
[n] в группе автоморфизмов найдётся такой автоморфизм π, что для
него выполнено π(i) = j.

Для транзитивных кодов можно отметить следующее утверждение.
Пусть d — минимальное расстояние двойственного кода, тогда из ска-
занного выше имеется проверочное соотношение, в котором d ненуле-
вых коэффициентов. Вследствие транзитивности для каждого индекса
i имеется проверочное соотношение с d ненулевыми коэффициентами, в
которое входит индекс i, то есть локальность кода равна d − 1. Таким
образом, для транзитивных кодов задача поиска параметра локальности
равносильна задаче поиска минимального расстояния.

В статье [6] была доказана NP-полнота следующей задачи, имеющей
отношение к декодированию по максимальному правдоподобию:

Задача 1. Coset Weights.
Дано: Двоичная матрица H размера m x n, вектор s ∈ Fm2 , целое

число w > 0.
Вопрос: Существует ли вектор x ∈ Fn2 веса не более w такой, что

Hxᵀ = sᵀ?

В статье [7] показано, что доказательство обобщается и на случай
произвольного алфавита. В статье [4] была доказана NP-полнота задачи
поиска минимального расстояния сведением задачи Coset Weights. В ка-
честве вспомогательной задачи использовалась модификация известной
NP-полной задачи Subset Sum для конечного поля. Эта вспомогательная
задача также будет использована далее.

Далее будет показано, что задача проверки свойства r-локальности
кода в общем случае для линейного кода тоже является NP-полной.
Также в статье приведён переборный алгоритм проверки свойства r-
локальности.

2. Алгоритм проверки r-локальности

Рассмотрим алгоритм определения является ли код заданный провероч-
ной матрицей H кодом с параметрами [n, k, r, w]. Простейший алгоритм
заключается в полном переборе всех возможных локальностей для каж-
дого i-ого сервера и проверки, что сервер i может быть однозначно вос-
становлен по подбираемой локальности из r серверов. Приведём ниже
описание алгоритма.

Положим для начала w = 1. Нам потребуется вспомогательная функ-
ция CheckNodeLocality, которая по заданным матрице H, столбцу i и
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подмножеству столбцов Ri ⊆ [n] \ i будет определять, является ли Ri
локальностью столбца i. Обозначим через ei ∈ Fnq вектор с единицей в
позиции i и нулями во всех остальных. Тогда псевдокод функции будет
выглядеть следующим образом:

function CheckNodeLocality(H, i, Ri)
n← число столбцов H

H ′ ←
(
H
ei

)

cols← [n] \Ri
return (H ′|cols) = (H|cols)

end function
В случае w > 1 вектор ei в функции CheckNodeLocality необходимо

заменить матрицей размера w×n, в которой все элементы нулевые кро-
ме единичной подматрицы w × w на месте i-ого сервера. Далее опишем
основную функцию CheckFullLocality, осуществляющую перебор всех ло-
кальностей для каждого столбца:

function CheckFullLocality(H, r)
for i ∈ [n] do

checked = false
for Ri ∈ {A : A ⊆ [n] \ i, |A| = r} do

if CheckNodeLocality(H, i, Ri) then
checked = true
break

end if
end for
if not checked then

return false
end if

end for
return true

end function
Правильность работы функции CheckNodeLocality основана на том,

что Ri тогда и только тогда является локальностью i-ого символа, когда
при занулении всех символов из Ri символ i также становится тожде-
ственно равным нулю. Это следует из того, что зависимость символа от
своей локальности в случае линейного кода должна выражаться линей-
ной комбинацией, что можно будет нетрудно видеть далее.

В CheckNodeLocality можно воспользоваться модификацией метода
Гаусса, поэтому скорость работы CheckNodeLocality можно оценить свер-
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ху как O(n3). Тогда CheckFullLocality содержит полный перебор и оце-
нивается экспоненциальным временем O(n4

(
n−1
r

)
).

3. Доказательство NP-полноты проверки свой-
ства r-локальности

Покажем NP-полноту проверки свойства r-локальности для линейного
кода, заданного порождающей матрицей.

Задача 2. Локальность кода C.
Дано: Порождающая матрица G линейного [n, k] кода C над полем

Fq. Целое положительное число r < n.
Вопрос: Является ли C LRC кодом с параметрами [n, k, r]?

Далее будут описаны несколько вспомогательных лемм и задач.

Лемма 1. Дан линейный [n, k] код C. Для i ∈ [n] существует локаль-
ность Ri тогда и только тогда, когда существует линейная комбина-
ция, выражающая зависимость i-ого символа от символов из Ri.

Доказательство. Пусть G - порождающая матрица кода C. Рассмотрим
ограничение G на Ri∪{i}. Обозначим A = G|Ri , y = G|{i}. Система Ax =
y совместна тогда и только тогда, когда rank(A|y) = rank(A). Последнее
равенство означает, что y однозначно определяется столбцами A, то есть
символами из Ri, что является определением локальности. Если Ax = y
совместна, то её решение x является коэффициентами искомой линейной
комбинации.

Задача 3. Локальность для одного символа кода C.
Дано: Порождающая матрица G линейного [n, k] кода C над по-

лем Fq. Целое положительное число r < n. Целое число i ∈ [n].
Вопрос: Существует ли локальность Ri ⊆ [n] \ {i}, |Ri| ≤ r для

индекса i ∈ [n]?

Лемма 2. Задача 3 полиномиально сводится к задаче 2.

Доказательство. Без ограничения общности будем проверять
r-локальность последнего символа. Из входной матрицы G получим мат-
рицу G′ дублированием в G всех столбцов кроме последнего. Очевидно,
что теперь у всех символов кроме последнего имеется локальность раз-
мера один — его копия. Локальность последнего символа при этом не
изменилась, поэтому применяя задачу определения r-локальности для
кода заданного порождающей матрицей G′ получим ответ существует
ли локальность для последнего символа.
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Нетрудно заметить, что задачи определения локальности 2 и 3 лежат
в классе NP. Оракулу достаточно указать индексы входящие в локаль-
ность Ri для всех или для одного i ∈ [n] соответственно, тогда модифи-
цированным методом Гаусса можно будет проверить наличие линейной
зависимости за полиномиальное время. Таким образом, если задача 3
является NP-полной, то и задача 2 является NP-полной.

Как было упомянуто, в задаче Coset Weights можно F2 поменять на
произвольный фиксированный алфавит и требовать, чтобы s был нену-
левым вектором. В качестве доказательства NP-полноты такой задачи
можно без изменений использовать доказательство для задачи 1 из ста-
тьи [6]. Приведём его для полноты:

Задача 4. Coset Weights над произвольным фикисированным конечным
полем.

Дано: Матрица H размера m×n, вектор s, s 6= 0, целое число w > 0.
Вопрос: Существует ли вектор x веса не более w такой, что Hxᵀ =

s?

Утверждение 1. ([6]) Задача 4 для произвольного фиксированного ко-
нечного поля является NP-полной.

Доказательство. Задача лежит в классе NP, так как при заданном x
проверка свойства происходит за полиномиальное время прямым под-
счётом. Будем доказывать NP-полноту сведением следующей известной
задачи из статьи [3]:

Задача 5. Трёхмерное сочетание.
Дано: U ⊆ T × T × T , где T - конечное множество.
Вопрос: Существует ли подмножество W ⊆ U , |W | = |T | такое,

что никакие два элемента W не совпадают ни в какой координате?

Построим матрицу инцидентности H размера 3|T | × |U |. Каждый
столбец в этой матрице содержит в точности 3T −3 нулей и три единицы
и соответствует элементу (i, j, k) ∈ U так, что единицы в этом столбце
стоят в строках с номерами i, T + j, 2T + k.

Подадим задаче 4 на вход матрицу H, вектор s = (1, 1, . . . , 1) раз-
мера 3|T |, w = T . Нетрудно видеть, что вывод для такого входа сов-
падает с ответом на задачу Three-dimensional matching. Действительно,
если существует подмножество W и x—его характеристический вектор,
то Hxᵀ = s. Обратно, если Hxᵀ = s для некоторого x, |x| ≤ T , то |x| = T
и в сумме

∑
1≤j≤|U |
xj=1

Hij = si = 1 ровно один ненулевой элемент, то есть x

задаёт трёхмерное сочетание W .
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Теорема 1. Задача 3 для произвольного фиксированного конечного поля
является NP-полной.

Доказательство. Будем сводить задачу 4 к задаче 3. На вход задачи 4
имеем набор H, s, w. В качестве порождающей матрицы G возьмём мат-
рицу (H|sᵀ), без ограничения общности можно убрать из этой матрицы
строки, линейно зависимые от других строк. Тогда по лемме 1 наличие
локальности размера w у последнего символа эквивалентно существова-
нию такого x, |x| ≤ w, что Hxᵀ = s.

4. Другое сведение к задаче проверки свойства r-
локальности

На практике используются поля характеристики два, и часто матрицы в
построениях используют в качестве подматрицы матрицы Вандермонда.
Далее опишем другое доказательство NP-полноты задачи 3 для полей ха-
рактеристики два путём сведения непосредственно задачи Coset Weights
или же декодирования по максимум правдоподобия над полем F2. Так-
же для задачи 3 входная матрица будет определённого вида, содержащая
подматрицу Вандермонда, что можно использовать как уточнение зада-
чи определения локальности.

В задаче Coset Weights можно рассмотреть столбцы двоичной матри-
цы H как вектора над Fm2 и представить их элементами F2m , аналогично
представляется и синдром s ∈ Fm2 . Без ограничения общности можно по-
ложить, что матрица H полного ранга. Также если два столбца матрицы
H, совпадают, то один из них можно убрать, при этом результат задачи
не изменится. В случае нулевого вектора s решение x будет тривиаль-
ным решением, поэтому s = 0 можно также убрать из рассмотрения.
В статье [4] похожим образом был осуществлён переход к следующей
эквивалентной задаче:

Задача 6. Finite-Field Subset Sum.
Дано: Целое m ≥ 2, множество из n ≤ 2m различных элементов

α1, α2, ..., αn ∈ F2m , ненулевой элемент β ∈ F2m и целое положительное
r ≤ m− 1.

Вопрос: Существует ли подмножество {αi1 , αi2 , ..., αiδ} множе-
ства α1, α2, ..., αn такое, что αi1 + αi2 + ...+ αiδ = β и δ ≤ r?
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Лемма 3. ([4]) Пусть α1, α2, . . . , αδ, β - различные элементы некото-
рого поля Fq. Квадратная матрица M имеет следующий вид:

M =




1 1 . . . 1 0
α1 α2 . . . αδ 0
...

...
...

...
...

αδ−21 αδ−22 . . . αδ−2δ 0

αδ−11 αδ−12 . . . αδ−1δ 1
αδ1 αδ2 . . . αδδ β




Тогда detM = −(α1 + α2 + · · ·+ αδ − β)
∏

1≤i<j≤δ
(αj − αi)

Доказательство. Разложим определитель M по последнему столбцу:

detM = β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αδ
...

...
...

...
αδ−21 αδ−22 . . . αδ−2δ

αδ−11 αδ−12 . . . αδ−1δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αδ
...

...
...

...
αδ−21 αδ−22 . . . αδ−2δ

αδ1 αδ2 . . . αδδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

В уменьшаемом содержится определитель матрицы Вандермонда. В
вычитаемом содержится выражение для альтернанта [5], для которого
имеем следующее:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αδ
...

...
...

...
αj−11 αj−12 . . . αj−1δ

αj+1
1 αj+1

2 . . . αj+1
δ

...
...

...
...

αδ1 αδ2 . . . αδδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Sδ−j(α1, . . . , αδ)
∏

1≤i<j≤δ
(αj − αi),

где Sr — элементарная симметрическая функция порядка r. В частности,
S1 =

∑
1≤i≤δ

αi, откуда получаем:

detM = β
∏

1≤i<j≤δ
(αj − αi)− S1

∏

1≤i<j≤δ
(αj − αi) =

−(α1 + α2 + · · ·+ αδ − β)
∏

1≤i<j≤δ
(αj − αi)
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Утверждение 2. Задача 6 сводится к задаче 3 над полем F2m .

Доказательство. Положим

Mδ =




1 1 . . . 1 0
α1 α2 . . . αn 0
...

...
...

...
...

αδ−21 αδ−22 . . . αδ−2n 0

αδ−11 αδ−12 . . . αδ−1n 1
αδ1 αδ2 . . . αδn β




Через M ′δ обозначим матрицу Mδ без последнего столбца, последний
столбец обозначим mδ.

В M ′δ выберем столбцы с некоторыми произвольными индексами
i1, i2, . . . , iδ. Составим подматрицу M размера (δ+1)× (δ+1) из выбран-
ных столбцов и столбцаmδ. По лемме 1 символы с индексами i1, i2, . . . , iδ
образуют δ-локальность для последнего символа (Rδ = {i1, i2, . . . , iδ}) в
коде с порождающей матрицей Mδ тогда и только тогда, когда систе-
ма Mx = 0 имеет ненулевое решение (x1, x2, . . . , xi+1) с xi+1 6= 0. Если
xi+1 = 0, то и все решение x нулевое. Поэтому δ-локальность последнего
символа имеет место тогда и только тогда, когда det(M) = 0. По лемме 3
для различных элементов α1, . . . , αn условие det(M) = 0 равносильно
β = αi1 +αi2 + · · ·+αiδ , то есть δ-локальность последнего символа экви-
валентна существованию αi1 , . . . , αiδ таких, что β = αi1 + αi2 + · · ·+ αiδ .
Заметим, что |Rδ| ≥ δ, так как если матрицу M составить из меньше-
го количества столбцов из M ′δ, то система Mx = 0 будет иметь только
нулевое решение, а максимально возможная локальность будет δ+1, ко-
гда последний столбец просто выражается через базис из δ+1 столбцов
матрицы Вандермонда M ′δ.

Для искомого сведения можно было бы рассмотреть все матрицыMδ

для δ = 1, . . . , r. Тогда существование подмножества {αi1 , αi2 , ..., αiδ}, δ ≤
r из задачи 6 равносильно тому, что хотя бы для одной матрицы Mδ по-
лучили положительный ответ на вопрос δ-локальности для последнего
столбца. Но это являлось бы сводимостью по Тьюрингу, которое не обя-
зательно означает сводимость по Карпу. Вместо этого объединим все
матрицы Mδ в одну матрицу и будем получать один ответ. Сделаем это
следующим образом:

M =




M ′1 0 . . . 0 m1

0 M ′2 . . . 0 m2
...

...
...

...
...

0 0 . . . M ′r mr
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Локальность последнего символа кода с порождающей матрицей M
равняется сумме локальностей последних символов в кодах с соответ-
ствующими порождающими матрицами Mi. Как было замечено, если
для δ ∈ {1, . . . , r} существует множество {αi1 , αi2 , ..., αiδ} : β = αi1 +
αi2 + ... + αiδ , то последний символ кода с порождающей матрицей Mδ

является δ-локальным, иначе он является δ + 1-локальным. Значит, ес-
ли локальность r′ последнего символа кода с порождающей матрицейM
равна

∑
i∈[r]

(i+1) = (r+3)r/2, то подмножества из задачи 6 не существует,

иначе такое подмножество существует.

5. Заключение

В разделе 2 был приведён переборный алгоритм определения локаль-
ности кода. В разделе 3 было показано, что полиномиальный алгоритм
определения локальности существует только в случае если P=NP. В раз-
деле 4 было приведено сведение оригинальной задачи Coset Weights с би-
нарной матрицей и задачи Finite-Field Subset Sum к задаче определения
локальности.
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Нижняя оценка энергопотребления для
класса объёмных схем.

А.А. Ефимов1

В данной работе рассматриваются объёмные схемы, яв-
ляющиеся укладкой схем функциональных элементов в про-
странстве. Для объёмных схем получена нижняя оценка по-
тенциала — меры мощности, равной количеству элементов
схемы, выдающих единицу на данном входном наборе. Пока-
зано, что для почти всех частичных операторов с n входами и
m выходами сложность реализующей их объёмной схемы по
порядку не меньше, чем m

3√
d

min2/3(m,log2 d)
, где d — размер области

определения.
Ключевые слова: схемы из функциональных элементов,

объёмные схемы, сложность схем, мощность схемы, потенци-
ал.

1. Введение

Интенсивное развитие науки и вычислительной техники в XX веке по-
родило одну из интереснейших проблем — задачу синтеза схем, вычис-
ляющих булевы функции и операторы. Одной из основных моделей схем
является схема из функциональных элементов (СФЭ). В качестве ха-
рактеристики оптимальности СФЭ можно рассматривать сложность —
количество функциональных элементов, содержащихся в схеме. Таким
образом, под сложностью булевой функции или оператора будем пони-
мать минимальную сложность схемы, реализующую данную функцию
или оператор. В 1956 году Д. Маллер [1] посчитал сложность любой
булевой функции, а в 1965 году О.Б. Лупанов [3] вычислил сложность
почти всех булевых функций в стандартном базисе.

Отметим, что в 1961 году М.Н. Вайнцвайг [2] определил другую меру
сложности СФЭ — мощность. Мощность или активность СФЭ — это мак-
симальное количество элементов схемы, выдающих на выходе единицу,
где максимум берётся по всем входным наборам. О.М. Касим-Заде [6] ис-
следовал мощность в различных базисах и установил порядок функции
Шеннона для произвольного конечного базиса.

1Ефимов Алексей Андреевич — м.н.с каф. математической теории интеллектуаль-
ных систем мех.-мат. ф-та МГУ, e-mail: efimovqwerty@yandex.ru.

Efimov Alexey Andreevich — junior researcher, Lomonosov Moscow State University,
Faculty of Mechanics and Mathematics, Chair of Mathematical Theory of Intellectual
Systems.
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Существенным недостатком модели СФЭ является то, что в ней не
учитываются вполне естественные ограничения на размещение элемен-
тов схемы в плоскости или пространстве, способы их соединения, развод-
ка проводов и т.п. В 1967 году С.С. Кравцов [4] впервые рассмотрел мо-
дель плоских прямоугольных схем, учитывающую данные ограничения.
Им было показано, что порядок функции Шеннона площади плоских
схем, реализующих функции от n переменных, равен 2n. Одновременно
с ним А.Д. Коршунов [5] начал рассматривать два класса схем: схемы
из объёмных функциональных элементов и объёмные схемы из функ-
циональных элементов. Для обоих классов порядок функции Шеннона
также равен 2n.

Интересное обобщение модели клеточных схем — многослойные d-
мерные схемы были рассмотрены Т.Р. Сытдыковым [23, 24]. Если k —
число слоев в d-мерной схеме, то были получены верхняя и нижняя оцен-
ки функцииШеннона сложности прямоугольных многомерных схем рав-
ны Θ

(
2n

min(n,d log k)

)
.

Н.А. Шкаликова в работе [7] одной из первых исследовала связь меж-
ду площадью плоских схем и объёмом трёхмерных схем, реализующих
булевы операторы. О.В. Черемисин [9] показал, что в классе прямоуголь-
ных схем невозможна одновременная минимизация площади и мощности
плоских схем, реализующих систему всех конъюнкций.

Также интересные результаты были получены С.А. Ложкиным и дру-
гими авторами в работе [8]. Ими была получена нижняя оценка сложно-
сти одной специальной булевой функции, причём как для плоской, так
и для объёмной реализации.

Особый интерес представляют работы Г.В. Калачёва [13]–[20], посвя-
щённые плоским схемам. Автор также, как и Г.В. Калачёв, использует
такую меру сложности схемы как потенциал. Он равен среднему значе-
нию количества единиц на всех внутренних узлах схемы. Неформально
говоря, потенциал играет роль средней «энергии» схемы, необходимой
для её функционирования. Кроме того, рассматривается и другая ме-
ра мощности — переключательная мощность — максимальное количе-
ство внутренних узлов схемы, изменяющих своё значение при изменении
входных наборов схемы.

В статье [13] исследованы функции Шеннона потенциала и переклю-
чательной мощности плоских схем, реализующих булевы функции. В
частности, было показано, что для рассматриваемых мер мощности по-
лучен одинаковый порядок функции Шеннона, равный Θ(2n/2).

В работе [14] для почти всех частичных булевых операторов с
областью определения D и m выходами получена нижняя оценка
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m
√
|D|√

min(m,log2 |D|)
средней мощности. Отметим, что был применён метод рас-

слоения, непрерывный аналог которого используется в данной статье.
Позднее в статье [15] было показано, что при незначительных огра-

ничениях на область определения оператора существует схема, имеющая
оптимальный порядок мощности, площади и глубины. В частности, для
всюду определённых операторов с n входами и m выходами мощность
равна Θ

(
m
√

2n

min(n,log2m)

)
, а глубина равна Θ (max(n, log2m)).

Для класса монотонных функций также был получен порядок функ-
ции Шеннона для среднего и максимального потенциала. В частности,
в работе [16], функция Шеннона для максимального потенциала равна
Θ
(

2n/2

n1/4

)
, а для среднего потенциала равна Θ

(
2n/2

n3/4

)
.

В статье [17] исследована функцияШеннона максимального потенци-
ала плоских схем, реализующих функции от n переменных с ограничен-
ным числом единиц. В частности, было показано, что если количество
единиц функции ограничено числом N, при условии log2N � n, то по-
рядок функции Шеннона равен Θ(N(n− log2N)).

Также Г.В. Калачёвым в работе [16] были доказаны универсальные
нижние оценки функции Шеннона мощности плоских схем. Кроме того,
найден порядок роста функции Шеннона мощности схем, реализующих
монотонные функции.

Позднее в статье [19] был исследован порядок функции Шеннона по-
тенциала плоских схем, реализующих частичные булевы операторы при
наличии ограничений на количество различных значений, принимаемых
оператором. Было показано, что в классе частичных операторов с m вы-
ходами, областью определения мощности d и областью значения мощно-
сти не более r как средний, так и максимальный потенциал по порядку
равны Θ

((√
d+ m

√
r

log2 r

)√
log2 r

)
.

Очень интересный результат получен в работе [20]. Исследуется связь
между площадью и максимальным потенциалом плоских схем, реализу-
ющих булевы операторы. Показано, что для произвольного булева опера-
тора потенциал не меньше, чем

√
S/4
√

2, где S — площадь минимальной
схемы, реализующей данный оператор.

Плоские автоматные схемы были недавно рассмотрены А.С. Ворот-
никовым [25]. В качестве клеточного элемента здесь рассматривается ав-
томат с не более чем двумя состояниями. А.С. Воротников получил верх-
нюю оценку переключательной мощности реализации периодической по-
следовательности автоматной схемой. В работе приводится схема, реали-
зующая произвольную последовательность длины 2n с переключатель-
ной мощностью не более 2n/2

n .
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В качестве альтернативной модели СФЭ рассматриваются контакт-
ные схемы (КС). Сложностью КС считается количество её контактов.
Ю.С. Шуткин [11] ввёл понятие временной сложности КС, являющиеся
некоторым аналогом мощности СФЭ. Им было установлено, что функ-
ция Шеннона сложности моделирования КС для функций от n перемен-
ных равна 2n− 1.

Данная работа посвящена объёмным схемам [21, 22, 26], которые
определяются аналогично плоским схемам, но в трёхмерном простран-
стве. Под объёмной схемой будем понимать укладку схемы из функцио-
нальных элементов в пространстве. Объёмная схема состоит из кубиче-
ских элементов. Каждый кубический элемент реализует булев оператор,
у которого в сумме не более 6 входов и выходов.

В данной работе впервые была получена нижняя оценка потенциала
для частичных булевых операторов. А именно показано, что для почти
всех булевых операторов f : D → {0, 1}m порядок потенциала реали-
зующих их объёмных схем не меньше m

3√
d

min2/3(m,log2 d)
, где d = |D|. Отме-

тим, что для всюду определенных операторов нижняя оценка совпадает
с верхней оценкой, доказанной в работе [22].

Автор выражает особую признательность научному руководителю
д.ф.-м.н. профессору Э.Э. Гасанову за постановку задачи и научное ру-
ководство. Также автор благодарит Г.В. Калачёва за помощь и внимание
к работе.

2. Основные понятия и формулировка результа-
тов

Кубическим элементом будем называть булев оператор, у которого в
сумме не более шести входов и выходов, причем каждому его входу и
выходу сопоставлена некоторая метка из множества {l, t, r, b, f, a}, при-
чём метки не повторяются.

Метки будем называть сторонами элемента:

• l — левая сторона;

• r — правая сторона;

• t — верхняя сторона;

• b — нижняя сторона;

• f — передняя сторона;

• a — задняя сторона.
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Кубический элемент будем изображать в виде единичного куба в про-
странстве. При этом входам и выходам элемента сопоставляются грани
куба в соответствии с присвоенными им метками.

Метки, присвоенные входам (выходам) оператора будем называть
входами (выходами) элемента. Метки, не присвоенные ни входам, ни вы-
ходам, будем называть изоляторами. Входы и выходы элемента будем
называть его контактами.

Если на всех выходах элемента реализуются тождественные функ-
ции, то будем называть элемент коммутационным, иначе — логическим.

Описывать элемент можно уравнениями, которые задают его опера-
тор, заменяя все переменные в них на сопоставленные им метки (l, t, r,
b, f , a). Тогда в левой части каждого уравнения будет стоять выходная
метка, а в правую часть будут входить только входные метки.

Сетью из кубических элементов на множестве M ⊆ Z3 будем на-
зывать отображение K : M → E, где E — множество всех кубических
элементов.

Элемент K(x, y, z) будем называть элементом схемы K c координа-
тами (x, y, z).

Левой, правой, верхней, нижней, передней и задней стороной эле-
мента e с координатами (x, y, z) будем называть точки с координатами
(x − 1

2 , y, z), (x + 1
2 , y, z), (x, y, z + 1

2), (x, y, z − 1
2), (x, y + 1

2 , z), (x, y − 1
2 , z)

соответственно.
Будем говорить, что сетьK из кубических элементов корректна, если

для любых элементов x и y схемы K верно, что если сторона a элемента
x совпадает со стороной b элемента y, то выполнено одно из условий:

• один из элементов x, y — изолирующий,

• стороны a и b являются изоляторами,

• среди них одна является входом, другая выходом, например, a —
выход, а b — вход, в таком случае будем говорить, что выход a
подключен ко входу b.

Введём понятие графа корректной сети из кубических элементов K
(будем обозначать GK). GK — ориентированный граф, вершинами ко-
торого являются входы и выходы элементов схемы. Если выход одного
элемента подключен ко входу другого, то им будет соответствовать од-
на и та же вершина графа (будем говорить, что эта вершина является
выходом первого элемента и входом второго). Из вершины a в вершину
b ведёт ребро в том и только в том случае, когда существует элемент e,
такой, что a является его входом, b — выходом, причём функция, реали-
зуемая на выходе b, существенно зависит от входа a.
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Объёмной схемой или схемой из кубических элементов на множе-
стве M ⊆ Z3 будем называть корректную сеть из кубических элементов,
в графе которой нет ориентированных циклов. Множество M будем на-
зывать носителем схемы K.

Длиной схемы K будем называть длину наименьшего прямоуголь-
ного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы K,
обозначается `1(K).

Шириной схемы K будем называть ширину наименьшего прямо-
угольного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы
K, обозначается `2(K).

Высотой схемы K будем называть высоту наименьшего прямоуголь-
ного параллелепипеда, содержащего все непустые элементы схемы K,
обозначается `3(K).

x1

x2x3 x4

x5

x6

x1x2 x̄4 + x6 x1 + x̄3

x5 x1 ∨ x5 ∨ x6

x1x̄2x3x̄4x5x6

x̄1x2 ∨ x4x̄5x6

x2x3 + x4x5x6

x2x̄6

`1 (K)

`2 (K)

`3 (K)

Рис. 1. Изображение объёмной схемы K.

Длину схемы мы будем смотреть по оси Ox, ширину — по оси Oy, вы-
соту — по оси Oz. На примере, изображенном на рис. 1, у схемы K име-
ется 6 входов, 9 выходов, а характеристики равны: `1 (K) = 5, `2 (K) =
2, `3 (K) = 3.

Если вход (выход) элемента не подключен к выходу (входу) другого
элемента, будем его называть входом (выходом) схемы. Контактами
схемы K будем называть её входы и выходы, и обозначать их (K), (K)
соответственно.

Узлами схемы K будем называть вершины графа GK .
Если M — носитель схемы K, то величину |M |, равную количеству

элементов в множестве M , будем называть объёмом схемы K и обозна-
чать V (K).
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Каждой объёмной схеме K можно сопоставить схему их функцио-
нальных элементов (K) следующим образом:

1) каждой функции fs,i, которую реализует i-й выход элемента s объ-
ёмной схемы, сопоставим функциональный элемент es,i, реализую-
щий fs,i; если на i-м и j-м выходе реализуется одна и та же функ-
ция, то им будет соответствовать один и тот же функциональный
элемент;

2) если i-й выход элемента s1 подключен к j-му входу элемента s2, то
соединим выход элемента es1,i с j-ми входами элементов es2,k для
всех k, для которых fs2,k существенно зависит от j-го аргумента.

Будем говорить, что схемаK реализует булев оператор F , если схема
из функциональных элементов (K) реализует F . Через (F ) обозначим
множество всех объёмных схем, реализующих оператор F .

Через V (F ) обозначим объём схемы, реализующей оператор F , и об-
ладающей минимальным объёмом среди всех объёмных схем, реализую-
щих F .

Будем говорить, что объёмные схемы K1 и K2 равны и писать K1 =
K2, если существует параллельный перенос пространства, который поз-
воляет совместить схемы K1 и K2, иначе будем говорить, что они раз-
личны.

Для каждой схемы K зафиксируем некоторую нумерацию её узлов.
На i-м узле реализуется некоторая функция gi от входных переменных
схемы K (на входах схемы считаем, что реализуются тождественные
функции).

Всюду далее символ := будет обозначать «по определению равно».
Также далее будем считать, что схема K имеет n входов, m выходов

и l узлов. Состоянием схемы K на входном наборе x назовём вектор

sK(x) := (g1(x), ..., gl(x)).

Если v = (v1, ..., vq) ∈ {0, 1}q, обозначим |v| := v1 + v2 + ...+ vq.
Потенциалом схемы K на входном наборе x ∈ {0, 1}n назовём вели-

чину uK(x) := |sK(x)|.
Средним потенциалом схемы K на множестве входных наборов D ⊆

{0, 1}n назовём величину

UD(K) :=
1

|D|
∑

x∈D
uK(x).

Через P2(D,m) обозначим множество частичных булевых операторов
f : D → {0, 1}m с m выходами, определённых на множестве D.
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Пусть f ∈ P2(D,m). Тогда

U(f) := min
K∈(f)

UD(K).

Если множество (f) пусто, то формально полагаем U(f) =∞.
Максимальным потенциалом схемы K на множестве входных набо-

ров D ⊆ {0, 1}n назовём величину

ÛD(K) := max
x∈D

uK(x).

Пусть f ∈ P2(D,m). Тогда

Û(f) := min
K∈(f)

ÛD(K).

Если (f) пусто, то формально полагаем Û(f) =∞.
Через P2(n,m) обозначим множество всюду определённых булевых

операторов f : {0, 1}n → {0, 1}m с n входами и m выходами.
Введём функцию Шеннона для среднего и максимального потенциа-

ла:
U(n,m) := max

f∈P2(n,m)
U(f).

Û(n,m) := max
f∈P2(n,m)

Û(f).

Теорема 1. Если D ⊆ {0, 1}n, то для некоторой константы C > 0
верно

U(f) ≥ C m 3
√
|D|

min2/3(m, log2 |D|)
для почти всех операторов f ∈ P2(D,m) при n log2 n = o(|D|), log2m =
o(2n), |D| → ∞.

С учётом верхней оценки, доказанной в работе [22], получаем следу-
ющие следствия.

Следствие 1. Для почти всех f ∈ P2 (n,m), при n→∞, log2m = o(2n)
верно равенство:

U(f) = Θ

(
m · 2n/3

min2/3(m,n)

)
.

Следствие 2. Пусть n → ∞, log2m = o(2n). Тогда верно асимптоти-
ческое равенство:

U(n,m) � Û(n,m) = Θ

(
m · 2n/3

min2/3(m,n)

)
.
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3. Доказательство основной теоремы

3.1. Метод расслоения

Для доказательства основной теоремы воспользуемся некоторыми опре-
делениями, введёнными ранее в работах Г.В. Калачёва [13], [14].

Пусть M — подсхема схемы K. Входы и выходы схемы M , не являю-
щиеся входами и выходами схемы K, назовём граничными контактами
подсхемы M относительно схемы K. Множество граничных контактов
обозначим (M |K).

Через (M |K) обозначим множество входов M , которые лежат в раз-
резе (M |K) (такие входы будем называть граничными), то есть

(M |K) = (M) ∩ (M |K) = (M) \ (K).

Через (MK) обозначим множество выходов M , которые являются
выходами K, то есть

(MK) = (M) ∩ (K).

Идея метода расслоения состоит в том, чтобы считать потенциал схе-
мы по слоям. В работах [13], [14] выделяется множество подсхем такое,
чтобы их контакты, не являющиеся контактами всей схемы, не пересе-
кались, а оценивается снизу сумма потенциалов на контактах каждой
подсхемы. В доказательстве нижней оценки для частичных операторов
такой подход приводит к существенным техническим трудностям, свя-
занным с тем, что при построении расслоения характеристики подсхем
изменяются дискретно, что сильно осложняет точные оценки и ведёт к
необходимости некоторых огрублений. В частности, в работе [13] из-за
этого возникает дополнительный случай logm �

√
|D|, рассмотрение

которого занимает несколько страниц.
В данной работе предлагается модифицированный подход, позволяю-

щий строить «непрерывное» расслоение. Он основан на геометрическом
представлении схемы в пространстве таким образом, что элементы рас-
положены в узлах целочисленной решётки, а провода — отрезки, соеди-
няющие соседние вершины. При этом если провод активен, то энергия
выделяется равномерно по всей его длине. Вместо того чтобы рассмат-
ривать расслоение, в котором границей является множество проводов
(контактов подсхемы), мы будем рассматривать пересечение бесконеч-
ного семейства слоёв с проводами схемы. Вместо суммирования мы бу-
дем интегрировать по элементам расслоения таким образом, чтобы по-
тенциал каждого провода получался как интеграл по множеству слоёв,
пересекающих этот провод.

Такой подход требует некоторого количества дополнительных подго-
товительных определений, но зато доказательство основного результата
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будет более прозрачным и не потребует рассмотрения дополнительных
случаев ограничений на параметры m, n и |D|. Итак, перейдём к фор-
мальным определениям.

Расслоением назовём такое произвольное множество Ω подмножеств
R3, что границы различных элементов Ω не пересекаются. Границы эле-
ментов расслоения назовём слоями.

Если зафиксируем некоторое ребро w целочисленной решётки в R3,
то для любого элемента расслоения R ∈ Ω можно определить функцию

Iw(R) =

{
1, если ∂R ∩ w 6= ∅,
0, если ∂R ∩ w = ∅.

(1)

Проводом схемы K будем называть отрезок, соединяющий центры
соседних элементов, если его середина — узел схемы K. Множество про-
водов схемы K обозначим через W (K). Все провода являются рёбрами
целочисленной решётки Z3. Далее нам будет удобно отождествлять узлы
и соответствующие провода. В частности, разрез (M |K) мы также будем
понимать, как множество проводов в разрезе.

Для объёмной схемы K и множества R ⊆ R3 через K(R) обозначим
подсхему, состоящую из тех элементов схемы K, центры которых попали
в R. Через UD(α) обозначим средний потенциал в узле α схемы K:

UD(α) =
1

|D|
∑

x∈D
gα(x).

Если X — множество узлов схемы K, то определим UD(X):

UD(X) =
∑

α∈X
UD(α).

В частности, если M — подсхема схемы K, то UD(M |K) — средний по-
тенциал на граничных контактах подсхемы M , а UD((M |K)) — средний
потенциал на граничных входах подсхемы M .

Лемма 1. Рассмотрим на множестве слоёв Ω такую σ-алгебру A, что
функции Iw(R) измеримы для каждого w. Пусть на измеримом про-
странстве (Ω,A) введена такая мера µ, что для любого ребра w цело-
численной решётки Z3 верно условие:

∫

Ω

Iw(R) dµ(R) ≤ C, (2)

где C > 0 — некоторая константа. Тогда функция UD(K(R)|K) также
измерима и верно следующее неравенство:

UD(K) ≥ 1

C

∫

Ω

UD(K(R)|K) dµ(R). (3)
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Доказательство. Заметим, что разрез (K(R)|K) состоит в точности из
тех проводов схемы K, которые пересекаются со слоем ∂R. Поэтому

UD(K(R)|K) =
∑

α∈W (K)

Iα(R)UD(α,K).

Интегрируя по множеству слоёв и используя (2), получим

1

C

∫

Ω

UD(K(R)|K) dµ(R) =
∑

α∈W (K)

UD(α,K)
1

C

∫

Ω

Iα(R) dµ(R) ≤

≤
∑

α∈W (K)

UD(α,K) = UD(K).

3.2. Идея и схема доказательства

Нижнюю оценку будем доказывать следующим образом. Пусть есть
класс B операторов, причём для каждого оператора f ∈ B и любой схе-
мы K, реализующей оператор f есть нижние оценки для потенциала на
границе любой подсхемы, удовлетворяющей определённым ограничени-
ям. Тогда будем строить непрерывное расслоение R = R(K) такое, что
для всех R ∈ R подсхемы K(R) удовлетворяют этим ограничениям, и
затем интегрировать оценку потенциала на границе (K(R)|K) по слоям,
чтобы получить оценку для всей схемы K по формуле (3).

На рис. 2 изображена схема доказательства. Леммы 1–2 посвящены
методу расслоения. В лемме 1 получено общее неравенство на потенциал
с использованием расслоения, удовлетворяющего некоторым условиям.
В лемме 2 получено свойство конкретного расслоения R, а в лемме 3
проверено, что расслоение R удовлетворяет условию леммы 1.

Геометрическим оценкам посвящены леммы 4–12. Вводим вспомога-
тельную величину uI(t), через которую будем оценивать снизу потенциал
схемы K. Для этого нам потребуется оценка из леммы 10: uI(t) ≥ 1

32
s2I(t)

vI(t) .
Но напрямую получить искомую оценку не получается, поэтому вводим
величину GI(t), зависящую от длины остовного дерева некоторого взве-
шенного графа. Оценив GI(t) в леммах 5 и 9, получаем результат лем-
мы 10.

Основное доказательство состоит из лемм 13–18, леммы 19 и теоре-
мы 1. В леммах 13–18 рассматриваются классы операторов L0(D,m) и
L1(D,m), такие, что для любого оператора B из L0(D,m) или L1(D,m)
существует реализующая их объёмная схема K и её подсхема K0, что
на границе подсхемы K0 имеются ограничения на потенциал. Показы-
вается, что |L0(D,m)| = o(2md) и |L1(D,m)| = o(2md). Таким образом,
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Метод расслоения.

Используется во всех леммах
второго блока

Построение конкретного
расслоенияR.

Лемма 2. Свойства
расслоенияR.

Геометрические оценки.

Вспомогательные
величины uI(t), GI(t).

GI(t) ≥ 1
96
s2I(t)

vI(t) .

uI(t) ≥ 1
32
s2I(t)

vI(t) .

Основное доказательство.

1) uI(t) ≥ p(RI(t)); 2) uI(t) ≥ 2mI t
1/3

l2/3
.

U(f) ≥ C m 3
√
|D|

min2/3(m,log2 |D|)

Рис. 2. Схема доказательства нижней оценки.

для почти всех операторов на любом разрезе имеются нижние оценки
на потенциал, которые определенным образом суммируются (интегри-
руются). В лемме 19 и теореме 1 собираются все предыдущие оценки и
получается итоговый результат.

Теорема 1.Леммы 13 – 18. Определения 
и свойства классов операторов 
L0(D, m) и L1(D, m).

Лемма 19. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:

Лемма 10. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:

Лемма 9. Для любого
t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:

Лемма 5. Для любого
t ≥ 0, I ∈ I(t) верно:
uI (t) ≥ 3GI (t).

Лемма 7. Для любого 
многогранника верно:
S ≥ 6V 2/3.

Лемма 3. Расслоение R удо- 
влетворяет условию леммы
1.

Лемма 1. Неравенство на 
потенциал UD(K) в общем 
случае.
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3.3. Построение непрерывного расслоения R

Рассмотрим произвольную объёмную схему K, имеющую n входов и m
выходов. Далее в разделах 3.3 и 3.4 будем считать схему K фиксирован-
ной. Пусть в схеме имеется s элементов, к которым подключены выходы
схемы, занумеруем их от 1 до s. Центры этих элементов обозначим через
c1, . . . , cs. Для удобства для любого q ∈ N положим [q] = {1, 2, . . . , q}.
Через mi обозначим число выходов элемента с центром ci, i = 1, . . . , s.
Для произвольного I ⊆ 2[s] положим mI =

∑
i∈I

mi.

Формальное построение расслоения немного громоздкое, но оно имеет
достаточно естественную физическую интерпретацию. Опишем нефор-
мально эту интерпретацию. Допустим, что точка ci является источни-
ком жидкости с интенсивностью mi. В момент t = 0 в пространстве нет
жидкости. Начиная с момента t = 0 в каждую точку ci, i = 1, . . . , s,
начинает подаваться жидкость со скоростью mi, при этом каждая точ-
ка изначально окружена абсолютно эластичной плёнкой, ограничиваю-
щей жидкость. При подаче жидкости плёнка расширяется равномерно
по всей поверхности, то есть скорость её расширения перпендикулярно
поверхности одинаковая во всех точках поверхности. В момент, когда
две плёнки касаются друг друга, они сливаются и начинают образовы-
вать одну единую компоненту связности, которая дальше расширяется
равномерно по всей поверхности объединения. Важным свойством этого
процесса является то, что по построению в момент времени t объём ком-
поненты связности RI(t), содержащей внутри источники ci, i ∈ I, равен
в точности mI · t. Это свойство является ключевым для доказательства
основной теоремы.

Поскольку компоненты, расширяясь, иногда объединяются, в конеч-
ном итоге они сливаются в одну компоненту, поэтому множество элемен-
тов расслоения можно представлять в виде дерева, изображённого ниже
на рисунке 3. С целью выполнить условие (2) леммы 1, меру на рассло-
ении вводим таким образом, чтобы её плотность в каждой точке была
пропорциональна скорости расширения компоненты связности расслое-
ния, соответствующей этой точке, перпендикулярно поверхности.

На протяжении всего доказательства будем использовать метрику
Чебышева `∞, где расстояние определяется как ‖~x−~y‖∞ = max

i=1,2,3
|xi−yi|

в R3. Через B(x, r) будем обозначать шар с центром x ∈ R3 и радиусом
r ≥ 0, то есть B(x, r) = {y ∈ R3 | ‖x− y‖∞ ≤ r}.

Для множеств A1, A2 ⊆ R3 определим оператор сложения множеств
A1 + A2 = {x + y | x ∈ A1, y ∈ A2}. Введём A + r := A + B(0, r), A ∈
R3, r ∈ R+.
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По индукции будем строить множества I(t) ⊆ 2[s], RI(t) ⊆ R3, t ≥
0, I ∈ I(t), последовательно определяя возрастающую последователь-
ность 0 = t0 < t1 < . . . < tq−1 < tq = ∞, на i-м шаге определяя число
ti+1 > ti и упомянутые множества при t ∈ [ti, ti+1).

0 t0 t1 t2 t3 . . . tn tn+1 t

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

..
.

Rs−2

Rs−1

Rs

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

R1,2

R1,2,3

R6,7

Rs,s−1,s−2

RJk

RJ2

RJ1

Рис. 3. Построение множеств RI(t).

База индукции. Положим

t0 = 0; I(0) = {{1}, {2}, . . . , {s}}; R{i}(0) = {ci} при i ∈ [s].

Переход индукции. Пусть t0 = 0, t1, . . . , ti образуют строго возраста-
ющую последовательность, и для всех t ∈ [0, ti] определены множества
I(t) ⊆ 2[s]. Пусть также для всех j < i, t ≥ tj , I ∈ I(tj) определено
множество RI(t) ⊆ R3.

На шаге индукции нам необходимо определить момент ti+1 > ti,
множества I(t) при t ∈ (ti, ti+1), а также множества RI(t) для всех
I ∈ I(ti) \ I(ti−1), t ≥ ti. В случае, если ti+1 < ∞, требуется также
определить I(ti+1).

• Рассмотрим I ∈ I(ti). Если i > 0 и I ∈ I(ti−1), то RI(t) при
t ≥ ti > ti−1 определено по предположению индукции. Иначе RI(ti)
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было получено операцией объединения в момент ti, либо ti = 0. По-
скольку для любого I ∈ I(ti) выполнено V (RI(ti)) = miti, и функ-
ция V (RI(ti) + r) строго возрастает по r, то для t ≥ ti, существует
единственное r такое, что V (RI(ti) + r) = mIt; обозначим его через
rI(t). Определим RI(t) = RI(ti) + rI(t) при t ≥ ti. Отметим, что
V (RI(t)) = mIt выполнено по определению rI(t).

Если |I(ti)| = 1, то положим ti+1 =∞. Иначе определим

ti+1 = min
{
t ≥ ti | ∃I, J ∈ I(ti) : I 6= J и RI(t) ∩RJ(t) 6= ∅

}
.

Для t ∈ (ti, ti+1) положим I(t) = I(ti).

• Если ti+1 =∞, то завершим построение. Иначе, пусть t = ti+1.

Заметим, что существуют такие q ≥ 1 групп индексов
Ij1 , I

j
2 , . . . , I

j
kj
∈ I(ti), j ∈ [q], что множестваR

Ij1
(t), R

Ij2
(t), . . . , R

Ijkj
(t)

попарно не имеют общих точек при t < ti+1, а при t = ti+1 образуют
одну компоненту связности. Положим

J j = Ij1 ∪ Ij2 ∪ . . . ∪ Ijkj , RJj (t) = RI1(t) ∪ . . . ∪R
Ijkj

(t), j ∈ [q]

В таком случае будем говорить, что множество RJj (t) получено из
множеств R

Ij1
(t), . . . , R

Ijkj
(t) операцией объединения. Также опреде-

лим

I(ti+1) := (I(ti) \
q⋃

j=1

{Ij1 , Ij2 , . . . , Ijkj}) ∪ {J
1, . . . , Jq}.

В качестве расслоения будем рассматривать R = {RI(t) | t ≥ 0, I ∈ I(t)}.
В доказательстве будем также использовать несколько дополнитель-

ных обозначений. Нетрудно видеть, что множество RI(t) является много-
гранником, поэтому его объём и площадь поверхности определены. Через
vI(t) будем обозначать объём множества RI(t), а через sI(t) — площадь
поверхности RI(t).

Обозначим I =
⋃
t≥0

I(t). Для фиксированного I ∈ I введём числа

aI = min
{
t ≥ 0 | I ∈ I(t)

}
, bI = sup

{
t ≥ 0 | I ∈ I(t)

}

(если I = {1, . . . , s}, то bI =∞, иначе bI конечно). Заметим, что I ∈ I(t)
тогда и только тогда, когда t ∈ [aI , bI).

Нам также понадобится объединение множеств R(t) =
⋃

I∈I(t)

RI(t).

Введём подсхемы MI(t) = K(RI(t)), и M(t) = K(R(t)).

105



1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11

12

13 14 15

Рис. 4. Построение M(t).

Опишем процесс построения подсхемы M(t) на примере плоской
схемы (на рис. 4 центры обозначены точками, выходы — стрелками).
Сплошные серые линии — это границы элементов, пересечения пунк-
тирных линий — это центры элементов. Отрезки пунктирных линий,
соединяющие центры соседних элементов, — это провода схемы. Сплош-
ными линиями обозначены границы некоторых множеств 1–6 из R(t0)
при некотором t0 > 0; элементы 1–6 принадлежат подсхеме M(t0). Бо-
лее светлыми сплошными линиями обозначены границы некоторых мно-
жеств 7–8 из R(t1) при некотором t1 > t0; элементы 7–8 принадлежат
подсхеме M(t1), но не входят в подсхему M(t0), то есть те элементы, ко-
торые добавляются вM(t) при t = t1 по сравнению с t = t0. Аналогично,
самыми светлыми сплошными линиями обозначены границы некоторых
множеств 9–15 из R(t2) при некотором t2 > t1; элементы 9–15 принадле-
жат подсхеме M(t2), но не входят в подсхему M(t1).

Пусть A ∈ R3. Через `1(A), `2(A), `3(A) обозначим соответственно
длину, ширину и высоту стягивающего прямоугольного параллелепипе-
да для множества A,

p(A) :=
3∑

i=1

`i(A).
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Построим меру ρ для расслоения R, которое можно представить в ви-
де дерева (см. рис. 3). Рёбра дерева индексируются элементами множе-
ства I. Положим RI =

{
RI(t) | t ∈ [aI , bI)

}
, это множество соответствует

ребру в дереве R с индексом I. Легко видеть, что R =
⊔
I∈I

RI . Поскольку

множество RI является образом промежутка [aI , bI), на нём определена
мера Лебега-Стилтьеса ρI с функцией распределения pI(t) = p(RI(t)),
t ∈ [aI , bI). В частности,

ρI({RI(t) | t ∈ [x, y)}) = p(RI(y))− p(RI(x)), aI ≤ x < y ≤ bI .

Поскольку функция pI строго возрастает, то мера ρI положительная.
Кроме того, поскольку pI непрерывна, то мера любого конечного под-
множества RI равна нулю. Меру ρ на множестве R введём так, чтобы
она совпадала с ρI на подмножестве RI для всех I ∈ I. А именно, если
X ⊆ R и для всех I ∈ I множество X ∩RI измеримо относительно меры
ρI , то X измеримо относительно ρ и

ρ(X) =
∑

I∈I
ρI(X ∩RI).

Сформулируем в виде леммы некоторые дополнительные свойства
построенного расслоения R. Пусть B(x, r) — шар с центром x ∈ R3 и
радиусом r ≥ 0, то есть B(x, r) = {y ∈ R3 | ‖x− y‖∞ ≤ r}.
Лемма 2. Для любого t > 0 выполнено:

1) [s] =
⊔

I∈I(t)

I, т.е. I(t) задаёт некоторое разбиение множества [s].

2) Существуют числа ri(t), i = 1, ..., s такие, что для всех I ∈ I(t)
множество RI(t) является объединением шаров

RI(t) =
⋃

i∈I
B(ci, ri(t)).

3) Шары B(ci, ri(t)) для различных i не вложены друг в друга, т.е.

‖ci − cj‖∞ + ri(t)− rj(t) > 0 при i, j ∈ [s], i 6= j.

Кроме того, если aI ≤ x ≤ y ≤ bI , то для всех i ∈ I выполнено

p(RI(y))− p(RI(x)) = 6(ri(y)− ri(x)).

Доказательство. Упорядочим элементы множества {aI | ∃ I ∈ I} по
возрастанию и обозначим их t0 = 0, t1, t2, . . . , tq. Докажем свойства 1)–3)
индукцией по i, t ∈ [ti, ti+1).

База индукции. Пусть t ∈ [0, t1).
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1) Так как I(t) = {{1}, {2}, . . . , {s}}, то элементы I(t) не пересекают-
ся, и

⊔

I∈I(t)

I =

s⊔

i=1

{i} = [s].

2) Каждое множество R{i}(t) = B(ci, r{i}(t)), i ∈ [s], положим в этом
случае ri(t) = r{i}(t).

3) Заметим, что условие ‖ci − cj‖∞ + ri(t) − rj(t) > 0 означает,
что расстояние между центрами шаров больше разности радиусов
rj(t)− ri(t), что эквивалентно тому, что B(ci, ri(t)) 6⊆ B(cj , rj(t)).

В данном случае, так как все шары B(ci, ri(t)) не пересекаются, то
они не вложены друг в друга.

Переход индукции.Пусть t ∈ [ti, ti+1). Заметим, что по построению
тогда существует q ≥ 1 таких групп индексов Ij1 , I

j
2 , . . . , I

j
kj
∈ I(ti), j ∈ [q],

что множество R
Ij1∪I

j
2∪...∪I

j
kj

(ti) получено из множеств R
Ij1

(ti), RIj2 (ti), . . .,

R
Ijkj

(ti) операцией объединения. Обозначим J j = Ij1∪Ij2∪ . . .∪Ijkj , j ∈ [q].

1) Тогда I(t) = I(ti−1) \ ⋃q
j=1{I

j
1 , I

j
2 , . . . , I

j
kj
} ∪ {J1, . . . , Jq}. По пред-

положению индукции верно
⊔

I∈I(ti−1)

I = [s].

Учитывая определение J j , получаем

⋃

I∈I(t)

I =
⋃

I∈I(ti−1)

I \
( q⋃

j=1

kj⋃

l=1

Ijl

)
∪
( q⋃

j=1

J j
)

= [s].

Покажем, что ∀A,B ∈ I(ti) верноA∩B = ∅. ЕслиA 6= J j , B 6= J j , то
A,B ∈ I(ti−1), значит по предположению индукции верноA∩B = ∅.
Пусть без ограничения общности B = J j . Тогда по предположению
индукции A ∩ Ijz = ∅, z ∈ [kj ], а значит A ∩ J j = ∅.

2) Для всех j ∈ [q] верно

RJj (ti) =

kj⋃

z=1

R
Ijz

(ti) =

kj⋃

z=1

⋃

q∈Ijz

B(cq, rq(ti)) =
⋃

z∈Jj

B(cz, rz(ti)).
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При t ∈ (ti, ti+1) получаем

RJj (t) = RJj (ti) + rJj (t) =
⋃

z∈Jj

B(cz, rz(ti) + rJj (t)), j ∈ [q].

Если I ∈ I(t), aI 6= ti, то выполняется равенство

RI(t) = RI(aI) + rI(t) =
⋃

j∈I
B(cj , rj(aI) + rI(t)) при t ∈ [aI , bI ].

3) Если i ∈ I, j ∈ J, I 6= J , то шары B(ci, ri(t)) и B(cj , rj(t)) не пересе-
каются, а значит и не вложены друг в друга.

Рассмотрим случай i, j ∈ I. Так как RI(t) =
⋃
q∈I

B(cq, rq(aI) + rI(t))

при t ∈ [aI , bI ], то

ri(t) = ri(aI) + rI(t), rj(t) = rj(aI) + rI(t), t ∈ [aI , bI ].

Так как по предположению индукции верно

‖ci − cj‖∞ + ri(aI)− rj(aI) > 0,

То имеем при t ∈ [aI , bI ]

‖ci−cj‖∞+ri(t)−rj(t) = ‖ci−cj‖∞+ri(aI)+rI(t)−rj(aI)−rI(t) > 0.

Докажем последний пункт леммы 2. По определению RI и ri выполнено

RI(x) = RI(aI) + rI(x), RI(y) = RI(aI) + rI(y),

ri(x) = ri(aI) + rI(x), ri(y) = rj(aI) + rI(y).

Поскольку при расширении множества A на r, его проекция на каждое
направление увеличивается на 2r, то

`q(A+ r) = `q(A) + 2r, q = 1, 2, 3.

Таким образом, имеем

p(RI(y))− p(RI(x)) =
3∑

q=1

(`q(RI(aI) + rI(y))− `q(RI(aI) + rI(x))) =

= 6(rI(y)− rI(x)) = 6(ri(y)− ri(x)).
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С учётом последнего пункта леммы 2, для x, y ∈ [aI , bI ] можно опре-
делить величину ∆rI(x, y) такую, что

ri(y)− ri(x) = ∆rI(x, y) для всех i ∈ I. (4)

Покажем, что мера ρ удовлетворяет неравенству (2), а именно верно
следующее утверждение:

Лемма 3. Пусть R — расслоение на множестве R3. Тогда для любого
ребра w целочисленной решетки Z3 верно неравенство:

∫

R

Iw(R) dρ(R) ≤ 6. (5)

Доказательство. Зафиксируем ребро w. Пусть A ∈ R3. Обозначим λ(A)
длину w∩A. Тогда на множестве RI можно определить меру λI с функ-
цией распределения λ(RI(t)).

w

t = x

t = y

RI

wI

Рис. 5. Свойство расслоения R.

Докажем, что если aI ≤ x < y < bI , Iw(RI(x)) = Iw(RI(y)) = 1 (см.
рис. 5), то верно

p(RI(y))− p(RI(x)) ≤ 6 (λ(RI(y))− λ(RI(x))) . (6)

Заметим, что

p(RI(y))− p(RI(x)) =

3∑

i=1

(`i(RI(y))− `i(RI(x))) = 6(rI(y)− rI(x)) ≤

≤ 6 (λ(RI(y))− λ(RI(x))) .
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Обозначим wI ту часть отрезка w, что пересекается со слоем ∂RI(t), t ∈
[aI , bI). Отметим, что при I 6= J ∈ I, верно wI ∩ wJ = ∅, так как слои в
расслоении R не пересекаются. В таком случае, в силу неравенства (6)
имеем

∫

RI

Iw(R) dρ(R) =

bI∫

aI

Iw(RI(t)) dp(RI(t)) ≤

≤ 6

bI∫

aI

Iw(RI(t)) dλ(RI(t)) = 6|wI |.

Таким образом, имеем
∫

R

Iw(R) dρ(R) =
∑

I∈I

∫

RI

Iw(R) dρ(R) ≤
∑

I∈I
6|wI | ≤ 6|w| = 6.

Таким образом, по лемме 1 для данной меры p и данного расслоения
R имеет место неравенство, полученное из неравенства (3):

UD(K) ≥ 1

6

∫

R

UD(M |K) dρ(R). (7)

3.4. Геометрические оценки

Для множества I ⊆ {1, . . . , s} рассмотрим полный взвешенный граф с
вершинами в точках ci, i ∈ I, где вес ребра {ci, cj} равен w({ci, cj}) =
‖ci − cj‖∞, то есть расстоянию между точками ci и cj (напомним, что ci
— центр i-го выходного элемента схемы). Пусть T — некоторое остовное
дерево этого графа с множеством рёбер E(T ). Через w(T ) обозначим
сумму весов его рёбер. Введём также величину GTI (t):

GTI (t) = w(T ) +
∑

i∈I
(2− degT (ci))ri(t),

где degT (c) — степень вершины c в дереве T . В основном нас будет ин-
тересовать величина GI(t) = min

T
GTI (t), где минимум берётся по всем

остовным деревьям T . Из (4) для всех I ∈ I(t) следует, что

GTI (t) = GTI (aI) + ∆rI(aI , t)
∑

i∈I
(2− degT (ci)) = GTI (aI) + 2∆rI(aI , t),
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поскольку сумма степеней вершин в дереве с |I| вершинами равна 2|I|−2.
Значит для фиксированного I ∈ I можно выбрать дерево TI , на котором
будет достигаться минимум при всех t ∈ [aI , bI), причём

GI(t) = GI(aI) + 2∆rI(aI , t) при t ∈ [aI , bI). (8)

Для каждого I ∈ I и t ∈ [aI , bI ] определим величину uI(t):

uI(t) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,t)∫

aJ

max
(mJ

l
, 1
)
d(p(RJ(t))). (9)

Нам понадобятся следующие свойства величины uI(t), следующие
непосредственно из определений.

Лемма 4. Для любого t ≥ 0 и I ∈ I(t) верно:

1) uI(0) = 0 для всех I ∈ I(0).

2) Если t = aI > 0, то множество RI(t) получено операцией объеди-
нения из некоторых множеств RJ1(t), RJ2(t), . . . , RJk(t) в момент
времени t, в этом случае uI(t) = uJ1(t) + uJ2(t) + . . .+ uJk(t).

3) Если t ∈ [aI , bI ], то

uI(t) = uI(aI) +

t∫

aI

max
(mI

l
, 1
)
d(p(RI(t))).

Доказательство. Обозначим αJ = max(mJ
l , 1), pJ = p(RJ(t)) для крат-

кости. По определению uI имеем:

1) uI(0) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,0)∫

0

αJ dpJ(t) = 0.

2) Так как I = J1 ∪ J2 ∪ . . . ∪ Jk, то при t = aI

uI(t) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,t)∫

aJ

αJ dpJ(t) =

=

min(bI ,t)∫

aI

αI dpI(t)

︸ ︷︷ ︸
=0

+

k∑

i=1

∑

J∈I:J⊆Ji

min(bJ ,t)∫

aJ

αJ dpJ(t)

︸ ︷︷ ︸
=uJi (t)

=

k∑

i=1

uJi(t).
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3) Пусть t ∈ [aI , bI ]. По пункту 1 леммы 2 элементы I(t′) не пересека-
ются при t′ ≥ 0, значит bJ ≤ aI ≤ t для всех J ( I, поэтому

uI(t) =
∑

J∈I:J⊆I

min(bJ ,t)∫

aJ

αJ dpJ(t) =

=
∑

J∈I:J(I

min(bJ ,aI)∫

aJ

αJ dpJ(t) +

min(bI ,t)∫

aI

αI dpI(t) =

= uI(aI) +

t∫

aI

αI dpI(t).

Заметим, что поскольку интегрируется константа, то

uI(t) = uI(aI) + max
(mI

l
, 1
)

(p(RI(t))− p(RI(aI))). (10)

С учётом леммы 2, для всех i ∈ I выполнено

uI(t) = uI(aI) + 6 max
(mI

l
, 1
)

(ri(t)− ri(aI)). (11)

Используя (4), это можно переписать также в виде

uI(t) = uI(aI) + 6 max
(mI

l
, 1
)

∆rI(aI , t). (12)

Лемма 5. Для любого t ≥ 0 и I ∈ I(t) верна оценка:

uI(t) ≥ 3GI(t).

Доказательство. Будем строить рассуждения индукцией по мощности
множества I.

База индукции: |I| = 1 (множество RI(t) состоит из одного шара).
Тогда I = {i} для некоторого i ∈ [s] и I ∈ I(0), значит aI = 0. Тогда из
(11) получим:

uI(t) = uI(0) + 6 max
(mI

l
, 1
)

(ri(t)− ri(0)) ≥ 6ri(t).

Поскольку в дереве TI всего одна вершина ci, поэтому w(TI) = 0, deg ci =
0, значит

GI(t) = TI + (2− degTI (ci))ri(t) = 2ri(t) ≤
1

3
uI(t).
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Шаг индукции: |I| > 1. Предположим, что условие леммы выпол-
нено для всех J ∈ I мощности |J | < |I|. Поскольку I фиксировано, для
краткости обозначим a = aI .

Сначала покажем, что uI(a) ≥ GI(a). Поскольку |I| > 1, то I 6∈ I(0),
значит a = aI > 0, то есть a — момент объединения. Без ограничения
общности считаем, что RI(a) = RI1(a)∪RI2(a) (см. рис. 6), иначе проде-
лаем операцию несколько раз, последовательно добавляя элементы.

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

r1 − r2
r7 − r2

r2 − r6
r3 − r2

r4 − r3
r5 − r3

2r6

c8 c9

c10

c11

c12

c13r9 − r8 r13 − r9

r12 − r9

r10 − r9

r11 − r10

2r8

RI1 RI2

Рис. 6. Операция объединения.

По лемме 2 множества RI1(a), RI2(a) представляются в виде объеди-
нения шаров:

RI1(a) =
⋃

i∈I1
B(ci, ri(a)), RI2(t) =

⋃

i∈I2
B(ci, ri(a)).

Отметим, что если множества RI1(a) и RI2(a) коснулись в точке, кото-
рая принадлежит шарам B(cj1 , rj1(a)) и B(cj2 , rj2(a)), то w({cj1 , cj2}) =
‖cj1 − cj2‖∞ = rj1(a) + rj2(a). Рассмотрим дерево T , полученное соеди-
нением деревьев TI1 и TI2 ребром {cj1 , cj2}. Формально, дерево T яв-
ляется графом с множеством вершин {ci | i ∈ I} и множеством рёбер
E(T ) = E(TI1) ∪ E(TI2) ∪ {{cj1 , cj2}}.

Покажем, что GTI (a) = GI1(a) + GI2(a). Заметим, что степени всех
в дереве T , кроме cj1 и cj2 , совпадают со степенями соответствующих
вершин в деревьях TI1 и TI2 , а degT (cjk) = degTIk

(cjk) + 1 при k = 1, 2.

GTI (t)−GI1(t)−GI2(t) = w(T )− w(TI1)− w(TI2)+

+
2∑

k=1

∑

i∈Ik
(degTIk

(ci)− degT (ci))ri(t) = w({cj1 , cj2})−
2∑

k=1

rjk(t) = 0.
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Поскольку |I1| ≤ |I| − 1, |I2| ≤ |I| − 1 и a = bI1 = bI2 , то по предполо-
жению индукции имеем:

uI1(a) ≥ 3GI1(a), uI2(a) ≥ 3GI2(a).

Таким образом, получаем оценку:

uI(a) = uI1(a) + uI2(a) ≥ 3GI1(a) + 3GI2(a) = 3GTI (a) ≥ 3GI(a). (13)

Пусть t ∈ [aI , bI ], тогда, применяя (12), затем (13) и (8), получим:

uI(t) = uI(aI) + 6 max
(mI

l
, 1
)

∆rI(aI , t) ≥
≥ uI(aI) + 6∆rI(aI , t) ≥ 3(GI(aI) + 2∆rI(aI , t)) = 3GI(t),

что и требовалось.

Лемма 6. Для любого измеримого ограниченного множества A выпол-
нено

p(A) ≥ 3(V (A))1/3.

Доказательство. Пусть P — стягивающий параллелепипед для множе-
ства A. Тогда по определению p и по неравенству средних выполнено

p(A) =

3∑

i=1

`i(A) ≥ 3 3
√
`1(RI) · `2(RI) · `3(RI) = 3 3

√
V (P ).

Поскольку A ⊆ P , то V (A) ≤ V (P ), отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 7 (Изопериметрическое неравенство). Для любого многогранни-
ка A ⊆ R3 с гранями, параллельными координатным плоскостям, верна
следующая оценка:

S ≥ 6 · V 2/3,

где S — площадь поверхности множества A, V — объём A.

Доказательство.
Искомую оценку получим, используя аналогичный результат в плос-

кости и интегрируя его по слоям (см. рис. 7). Обозначим w(x), x ∈ [0;h]
длину границы слоя (x — параметр, указывающий высоту слоя), s(x) —
площадь слоя. Также обозначим smax = max

x∈[0;h]
s(x). Тогда площадь го-

ризонтальных граней множества A не меньше 2smax. Выражая площадь
вертикальных граней и объём множества A через интеграл, получим:

S ≥
h∫

0

w(x)dx+ 2smax, V =

h∫

0

s(x)dx.
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Интегрирование по слоям от 0 до h

RI(t0)

Рис. 7. Оценка площади боковой поверхности через объём.

Существует аналог искомого утверждения для плоского случая, который
был показан в работе [14, стр.20, лемма 11]:

w(x) ≥ 4
√
s(x).

Используя данное неравенство и неравенство средних, получаем:

S ≥
h∫

0

w(x)dx+ 2smax ≥
h∫

0

4
√
s(x)dx+ 2smax =

= 2




h∫

0

√
s(x)dx+

h∫

0

√
s(x)dx+ smax


 ≥

≥ 6
3

√√√√√



h∫

0

√
s(x)dx




2

· smax = 6
3

√√√√√



h∫

0

√
s(x) · smaxdx




2

≥

≥ 6
3

√√√√√



h∫

0

s(x)dx




2

= 6V 2/3.

По лемме 2 множество RI(t) является объединением шаров в мет-
рике l∞. Шар в метрике l∞ является кубом с гранями, параллельными
координатным плоскостям, а значит RI(t) является многогранником с
гранями, параллельными координатным плоскостям. Таким образом, по
лемме 7 имеем

sI(t) ≥ 6 · (vI(t))2/3.
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Нам понадобится следующая простая лемма

Лемма 8. Для любых a, b ∈ R выполнено неравенство:

(a− b)(a3 − b3) ≥ 3

4
(a2 − b2)2.

Доказательство. Вычтем из левой части неравенства правую часть, до-
множим на 4 и преобразуем:

4(a− b)(a3 − b3)− 3(a2 − b2)2 =

= 4(a− b)2(a2 + ab+ b2)− 3(a− b)2(a+ b)2 =

= (a− b)2(4a2 + 4ab+ 4b2 − 3(a+ b)2) =

= (a− b)4 ≥ 0.

Лемма 9. Для любого t ≥ 0 и I ∈ I(t) верна следующая оценка:

GI(t) ≥
1

96
· s

2
I(t)

vI(t)
,

где sI(t) — площадь поверхности RI(t), vI(t) — объём RI(t).

Доказательство. Поскольку параметр t в данной лемме фиксирован, то
далее будем его опускать для упрощения обозначений.

По лемме 2 множество RI является объединением шаров RI(t) =⋃
i∈I

B(ci, ri).

Для доказательства нам понадобится по индукции собирать мно-
жество RI(t) из шаров, поэтому введём вспомогательные множества
J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ J|I| = I, а также для k = 1, ..., |I| определим множе-
ство

Ak =
⋃

i∈Jk
B(ci, ri)

и граф Tk — подграф TI с множеством вершин {ci | i ∈ Jk}. Множества
Jk построим так, чтобы Tk было деревом с k вершинами, причём T|I| = TI
и Tk−1 получалось из Tk удалением одного листа для k = 2, ..., |I|.

По индукции покажем, что

GTkJk ≥
1

96
· S

2(Ak)

V (Ak)
.

База индукции: k = 1, тогда J1 = {j} для некоторого j ∈ I и A1

является шаром с радиусом rj , поэтому

Gj = 2rj , S(A1) = 24r2
j , V (A1) = 8r3

j .
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Подставим в правую часть:

1

96
· S(A1)2

V (A1)
=

1

96
·

242r4
j

8r3
j

=
3

4
rj .

Таким образом, неравенство верно при k = 1.
Переход индукции. Пусть k < |I| и Jk+1 = Jk ∪ {j}, причём cj —

лист в дереве Tk+1. Пусть ci — та вершина Tk, к которой присоединён
лист cj , d = w({ci, cj}) — вес ребра, присоединяющего лист cj к поддереву
Tk. Для краткости обозначим

S = S(Ak), V = V (Ak), G = GTkJk ,

S′ = S(Ak+1), V = V (Ak+1), G = G
Tk+1

Jk+1
.

R

Sj

d

Рис. 8. Переход индукции.

По предположению индукции имеем:

G ≥ 1

96
· S

2

V
. (14)

Докажем, что:

G′ ≥ 1

96
· S
′2

V ′
. (15)

Также обозначим ∆G = G′ − G, ∆S = S′ − S, ∆V = V ′ − V . Напом-
ним, что по определению Ak+1 = Ak ∪B(cj , rj). Нетрудно убедиться, что
выполнены равенства:

∆G = d+ rj − ri, ∆S = 24r2
j − s, ∆V = 8r3

j − v, (16)
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где s и v — соответственно площадь поверхности и объём множества
Ak ∩B(cj , rj).

Заметим, что неравенство (15) равносильно:

(G+ ∆G)(V + ∆V ) ≥ 1

96
· (S + ∆S)2. (17)

Докажем вспомогательное неравенство:

∆G ·∆V ≥ 1

96
(∆S)2. (18)

Сначала оценим ∆G снизу, а именно, покажем, что

∆G ≥ rj −
1

2
v1/3, (19)

1) Если ri ≤ d, то ∆G = d− ri + rj ≥ rj , и (19) выполнено.

2) Рассмотрим случай ri > d. По лемме 2 шар B(cj , rj) не вложен в
шар B(ci, ri). Тогда заметим, что множество Ak∩B(cj , rj) содержит
пересечение B(ci, ri) ∩ B(cj , rj), внутри которого помещается шар
радиуса ri − d (см. рис. 9).

r0

r

d

Sj

R

Рис. 9. Переход индукции при d ≤ ri.

Таким образом, имеет место неравенство v ≥ (2(ri − d))3, а значит
ri − d ≤ 1

2v
1/3, значит (19) выполнено.

Используя (19), (16), затем лемму 8 при a = 2rj , b = v1/3, получим

∆G ·∆V ≥
(
rj −

1

2
v1/3

)
(8r3

j − v) ≥ 3

8
(4r2

j − v2/3)2. (20)
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Применяя лемму 7 для множества Ak∩B(cj , rj), имеем s ≥ 6v2/3, значит
с учётом (20) получим

1

96
∆S2 =

1

96
(24r2

j − s)2 ≤ 1

96
(24r2

j − 6v2/3)2 =
3

8
(4rj − v2/3)2 ≤ ∆G ·∆V.

Таким образом, вспомогательное неравенство (18) доказано. Исполь-
зуя его, докажем основное неравенство (17):

(G+ ∆G)(V + ∆V ) ≥ 1

96
· (S + ∆S)2

G · V + ∆G · V + ∆V ·G+ ∆G ·∆V ≥ 1

96
(S2 + 2S ·∆S + (∆S)2)

По неравенству (14) имеем:

G · V ≥ 1

96
S2. (21)

Далее по неравенству средних и из неравенств (21),(18) следует:

∆G · V + ∆V ·G ≥ 2
√
G · V ·∆V ·∆G ≥ 1

96
(2S ·∆S). (22)

Таким образом, сложив неравенства (21), (18) и (22), получим требуемое
неравенство (17).

В качестве прямого следствия из лемм 5 и 9 получаем утверждение:

Лемма 10. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верна следующая оценка:

uI(t) ≥
1

32
· s

2
I(t)

vI(t)
,

где sI(t) — площадь поверхности RI(t), vI(t) — объём RI(t).

Также имеет место следующее соотношение:

Лемма 11. Для любого множества I ∈ I, t ∈ (aI , bI) верно равенство:

v′I(t) =
1

6
sI(t)p

′
I(t),

где sI(t) — площадь поверхности RI(t), vI(t) — объём RI(t).

Доказательство. По определению производной с учётом леммы 2 име-
ем:

v′I(t0) = lim
t→t0

vI(t)− vI(t0)

t− t0
= lim

t→t0
vI(t)− vI(t0)

∆rI(t0, t)
· ∆rI(t0, t)

t− t0
=

=
1

6
lim
t→t0

vI(t)− vI(t0)

∆rI(t0, t)
· pI(t)− pI(t0)

t− t0
=

1

6
sI(t0)p′I(t0).
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∆rI(t0, t)

vI(t0) vI(t)

Рис. 10. Расширение множества RI(t).

Лемма 12. Для любого t ≥ 0, I ∈ I(t) верно следующее утверждение:

V (MI(t)) ≤ 8V (RI(t)) +mI .

Доказательство. Заметим, что множество MI(t) состоит из |I| кубиче-
ских элементов, в которых находятся выходы схемыK (на рис. 11 центры
этих элементов обозначены черными точками) и оставшихся элементов
(их центры обозначены серыми точками). Объём кубических элементов
с выходами схемы K равен |I| ≤ mI . Объём оставшихся элементов не
больше 8V (RI(t)), так как если кубический элемент s ∈MI(t), то центр
s находится в RI(t), а значит пересечение с множеством RI(t) занимает
не менее 1/8 части s. Таким образом, получаем требуемую оценку.

3.5. Вспомогательные утверждения

В данном параграфе обобщим некоторые результаты для плоских схем,
полученные в работе [14], на объёмные схемы, и также воспользуемся
результатами работы [26]. Доказательство всех лемм аналогично и отли-
чается лишь заменой некоторых констант, которые будут явно указаны
ниже и никак не влияют на идею рассуждений.

Определение: Здесь и всюду далее будем полагать, что D ⊆ {0, 1}n.
Пусть d = |D|, h ≥ 1. Обозначим за Pu(D,h) множество таких операторов
G : D → {0, 1}h, что

1

d

∑

x∈D
|G(x)| ≤ u.

Лемма 13. (Калачёв Г.В., [14, лемма 1]) Если u ≤ h, то

log2 |Pu(D,h)| ≤ du log2

eh

u
.

Лемма 14. (Ефимов А.А., [26, лемма 7]) Количество объёмных схем
объёмом v не больше, чем 2C2v, где C2 — некоторая константа.
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Рис. 11. Оценка V (MI(t)).

Определение: Пусть у нас есть алгоритм определения последнего
слоя схемы относительно некоторых ее выходов, который зависит только
от геометрии схемы. Введём множество L(u, v, h,D,m) операторов f :
D → {0, 1}m вида f = F (x,G(x)), где существует такая схема K, что
выполнены условия:

1) K имеетm выходов, h входов на последнем слое и не более n входов,
не лежащих на последнем слое.

2) объём K не превосходит v.

3) K реализует оператор F : D×{0, 1}h → {0, 1}m, причем последние
h аргументов подаются на входы K, расположенные на последнем
слое.

4) G ∈ Pu(D,h).

Лемма 15. (Ефимов А.А., [26, лемма 8]) Если d = |D|, h ≥ 1 и v ≤
3

5C3
md, то

L(u, v, h,D,m) < m!n!2m(1−ε1)d

при u ≤ m
5 log2 d

, где C2 взято из условия леммы 14, C3 =

max{C2, 30}, ε1 = 1
5 − 3

C3 ln 2 .
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Определение: Пусть D ⊆ {0, 1}n, d := |D|. Рассмотрим множество
L0(D,m) операторов f : D → {0, 1}m, реализуемых некоторой схемой K
так, что существует её подсхема K0, содержащая хотя бы один выход
схемы K такая, что

V (K0) ≤ 1

C0
|(K0K)|d, UD((K0|K)) ≤ |(K0K)|

5 log2 d
, (23)

где C0 = 5C3
3 — некоторая константа.

Лемма 16. (Калачёв Г.В., [13, лемма 10]) Для любой плоской схемы K
и любого подмножества её выходов U существует схема KU , носитель
которой лежит в носителе схемы K, множество её выходов совпадает
с U и на каждом из этих выходов KU реализует ту же функцию, что
и схема K.

Отметим, что конструктивное доказательство этого факта содержит
алгоритм, который можно дословно повторить для объёмных схем (то
есть он никак существенно не использует геометрию схемы).

Лемма 17. (Ефимов А.А., [26, лемма 10]) Пусть log2m ≤ ε1
6 d, где зна-

чение ε1 взято из условия леммы 15. Тогда |L0(D,m)| = o(2md) при d→
∞, n log2 n = o(d).

Пусть у нас есть алгоритм определения последнего слоя схемы отно-
сительно некоторых её выходов, который зависит только от геометрии
схемы.

Определение: Рассмотрим множество L1(D,m) операторов f : D →
{0, 1}m, реализуемых некоторой схемой K так, что существует подсхема
K0 такая, что все входы (K0|K) лежат на последнем слое схемы K0 от-
носительно выходов (K0K) и

V (K0) ≤ 1

C4
|(K0K)| d, UD(K0|K) ≤ 1

9
, (24)

где C4 = 32
15C2.

Лемма 18. (Аналог [14, лемма 10] для объёмных схем). Пусть m,n ∈ N,
D ⊆ {0, 1}n, d = |D|. Тогда

|L1(D,m)| = o(2md) при d→∞, log2m ≤
d

50
, n log2 n = o(d).

Доказательство. Отметим, что подобный выбор константы C4 в опреде-
лении класса L1 позволил оставить все технические выкладки в неизмен-
ном виде. Единственный геометрический факт, который следует учесть:
имеется не более 2

C2
1
C4
m0d = 2

15
32
m0d схем объёма не более 1

C4
m0d (лем-

ма 14).
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Отметим, что определение и свойства классов L0(D,m) и L1(D,m)
не зависит от геометрии схемы и аналогично обобщается на объёмные
схемы, чем мы будем пользоваться в дальнейшем. Также формально по-
ложим:

α =
1

16
min

(
1

C0
,

1

C4

)
.

3.6. Основное доказательство

Лемма 19. Для любого t ≥ 0 и множества I ∈ I(t) верны следующие
оценки:

1) uI(t) ≥ p(RI(t));

2) uI(t) ≥ 2mI t
1/3

l2/3
.

Доказательство. Проведём доказательство индукцией по мощности
множества I.
База индукции: |I| = 0. Поскольку ∅ 6∈ I, то здесь доказывать нечего.
Шаг индукции: |I| ≥ 1.

I. Сначала покажем, что условие леммы выполнено при t = aI .
Ia. Если |I| = 1, то I ∈ I(0), значит t = aI = 0. Легко видеть, что

uI(0) = p(RI(0)) = 2mI t
1/3

l2/3
= 0, и условия леммы выполнены.

Ib. Рассмотрим основной случай, когда |I| ≥ 2. В этом случае множе-
ство RI(aI) получено из множеств RI1(aI), . . . , RIk(aI) с помощью опе-
рации объединения.

Покажем, что неравенства 1), 2) сохраняются при операции объедине-
ния в момент t = aI . Поскольку в данном случае t фиксировано, опустим
его для упрощения обозначений.

1) uI =
k∑
j=1

uIj по определению. Верна оценка

`q(RI) = `q

( k⋃

j=1

RIj

)
≤

k∑

j=1

`q(RIj ), q = 1, 2, 3.

Складывая неравенства, получаем

p(RI) =
3∑

q=1

`q(RI) ≤
k∑

j=1

3∑

q=1

`q(RIj ) =
k∑

j=1

p(RIj ).
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Поскольку |Ij | ≤ |I|, j = 1, . . . , k, то по предположению индукции
верно

uIj ≥ p(RIj ), j = 1, . . . , k.

Отсюда получаем оценку

uI =
k∑

j=1

uIj ≥
k∑

j=1

p(RIj ) ≥ p(RI).

2) По определению и свойствам uI , верно uI =
k∑
j=1

uIj ,mI =
k∑
j=1

mIj .

По предположению индукции имеем:

uJ ≥ 2
mJ t

1/3

l2/3
, J = I1, . . . , Ik.

Складывая неравенства, получаем требуемую оценку:

uI =
k∑

j=1

uIj ≥
k∑

j=1

2
mIj t

1/3

l2/3
= 2

m
2/3
I v

1/3
I

l2/3
.

II. Покажем, что утверждение леммы верно для всех t ∈ (aI , bI ].

1) Покажем, что

uI(t) ≥ p(RI(t)) при t ∈ [aI , bI ]. (25)

Случай t = aI рассмотрен в пункте I. Из (10) имеем:

uI(t) = uI(aI) + max
(mI

l
, 1
)

(p(RI(t))− p(RI(aI))) ≥
≥ uI(ti) + (p(RI(t))− p(RI(ti))) ≥ p(RI(t)).

2) Напомним, что по построению выполнено равенство vI(t) = mIt.
Поэтому условие пункта 2) эквивалентно следующему:

uI(t) ≥ 2
m

2/3
I v

1/3
I (t)

l2/3
.

Преобразуем:
u

3/2
I (t) ≥ 23/2 · mI

l
v

1/2
I (t). (26)

Заметим, что так как неравенство верно при t = aI по пункту I, то
достаточно показать, что:
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(
u

3/2
I (t)

)′
≥ 23/2

(mI

l
v

1/2
I (t)

)′
при aI < t < bI .

Преобразуем неравенство:

3

2
(uI(t))

1/2u′I(t) ≥
√

2 · mI

l

v′I(t)
(vI(t))1/2

. (27)

По определению uI(t) имеем неравенство:

u′I(t) ≥
mI

l
p′I(t). (28)

Также из лемм 10 и 11 имеем:

(uI(t))
1/2 ≥

√
1

32

sI(t)

(vI(t))1/2
=

3√
8

v′I(t)
(vI(t))1/2 · p′I(t)

. (29)

Перемножив неравенства (28) и (29) и огрубив константу, получим
неравенство (27).

Таким образом, основная лемма доказана.

Теорема 1. Если D ⊆ {0, 1}n, то для некоторой константы C > 0
верно

U(f) ≥ C m 3
√
|D|

min2/3(m, log2 |D|)
для почти всех операторов f ∈ P2(D,m) при n log2 n = o(|D|), log2m =
o(2n), |D| → ∞.

Доказательство. Обозначим d := |D|, l := log2 d. Можно считать, что d
достаточно велико, и d ≥ 1

8α . Зафиксируем произвольный оператор f ∈
P2(D,m)\L0(D,m)\L1(D,m) и оценим его средний потенциал. Заметим,
что по леммам 17 и 18 верно |L0(D,m) ∪ L1(D,m)| = o(2md). Таким
образом, полученная далее оценка верна для почти всех операторов из
P2(D,m) при n log2 n = o(d), log2m = o(2n), d → ∞. Зафиксируем схему
K, реализующую f с минимальным потенциалом (то есть, такую, что
UD(K) = U(f)), и построим для неё расслоение R.

Обозначим t0 = αd. По лемме 12 и определению α для t ∈ [0, t0]
имеем:

V (MI(t)) ≤ 8V (RI(t)) +mI = 8mIt+mI ≤
≤ 8αdmI +mI = (8αd+ 1)|(MI(t)K)| ≤

≤ 16αd · |(MI(t)K)| = min

(
1

C0
,

1

C4

)
d · |(MI(t)K)|.
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Поэтому раз f /∈ L0(D,m) ∪ L1(D,m), то при t ∈ [0, t0] выполнено

UD(MI(t)|K) ≥ max

(
1

9
,
(MI(t)K)

5l

)
≥ 1

9
max

(
1,
mI

l

)
. (30)

Обозначим I0 =
⋃

t∈[0,t0]

I(t). Заметим, что

I0 =
⊔

I∈I(t0)

{J ∈ I | J ⊆ I}.

Из неравенств (7), (30) и определения uI(t) получаем:

UD(K) ≥ 1

6

∫

R

UD(K(R)|K) dρ(R) ≥

≥ 1

6

∑

I∈I0

min(bI ,t0)∫

aI

UD(MI(t)|K) dp(RI(t)) ≥

≥ 1

54

∑

I∈I0

min(bI ,t0)∫

aI

max
(

1,
mI

l

)
dp(RI(t)) ≥

=
1

54

∑

I∈I(t0)

∑

J∈I:J⊆I

min(bI ,t0)∫

aI

max
(

1,
mJ

l

)
dp(RJ(t)) =

=
1

54

∑

I∈I(t0)

uI(t0).

Из леммы 6 и пункта 1) леммы 19 следует:

uI(t) ≥ p(RI(t)) ≥ 3vI(t)
1/3.

Так как по построению множества RI(t) верно равенство vI(t) = mI · t,
то имеем неравенство:

UD(K) ≥ 1

54

∑

I∈I(t0)

uI(t0) ≥ 1

18

∑

I∈I(t0)

vI(t0)1/3 =
t
1/3
0

18

∑

I∈I(t0)

m
1/3
I . (31)

Также заметим, что если дан вектор x = (x1, x2, . . . , xs), xi ≥ 0, i ∈ [s], то
по неравенству Минковского в пространстве l3 имеем:

(x3
1)1/3 + (x3

2)1/3 + . . .+ (x3
s)

1/3 ≥ (x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
s)

1/3,

x1 + x2 + . . .+ xs ≥ (x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
s)

1/3.
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Заменив mi = x3
i , i ∈ [s], получим неравенство:

m
1/3
1 +m

1/3
2 + . . .+m1/3

s ≥ (m1 +m2 + . . .+ms)
1/3.

Воспользуемся полученным результатом и продолжим неравенство (31):

UD(K) ≥ 1

18


 ∑

I∈I(t0)

m
1/3
I


 · t1/30 ≥ 1

18
m1/3 · t1/30 =

α1/3

18
3
√
m · d. (32)

При m > l по пункту 2) леммы 12 получаем:

UD(K) ≥ 1

54

∑

I∈I(t0)

uI(t0) ≥

≥ 1

27

∑

I∈I(t0)

mI · t1/30

l2/3
=

1

27

m · t1/30

l2/3
=
α1/3

27

m 3
√
d

l2/3
. (33)

Соединив результаты неравенств (32) и (33) и приняв C = α1/3/27, по-
лучаем требуемое условие теоремы.
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Lower estimate of potential for a class of volume circuits.
Efimov A.A.

In this paper, volume circuits are considered, which are the
embeddings of Boolean circuits in space. For volume circuits, the
lower bound on the potential is obtained. Potential is a measure
of circuit activity equal to the number of gates that produce one
on a given input. It is shown that for almost all partial operators
with n inputs and m outputs, the potential of the volume circuit
that implements them is not less than m

3√
d

min2/3(m,log2 d)
, where d is

the size of the domain.
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О числе p-сократимых индуцированных
вероятностных функций

Е.Е. Трифонова1

Статья посвящена изучению доли булевых функций, индуци-
рующих p-сократимые функции разного типа, среди всех булевых
функций.

Ключевые слова: бернуллиевская случайная величина, ко-
нечная порожденность, преобразование случайных величин.

1. Введение

Преобразования бернуллиевских случайных величин с рациональными
вероятностями посредством булевых функций рассматривались в рабо-
тах Р.Л. Схиртладзе, Ф.И. Салимова и Р.М. Колпакова (см. [1, 2, 3], а
также обзор в [4]). Р.Л. Схиртладзе [1] показал, что преобразования с по-
мощью конъюнкций и дизъюнкций (& и ∨) позволяют породить все мно-
жества двоично-рациональных и троично-рациональных распределений,
используя конечное множество распределений. Ф.И. Салимов в [2] пока-
зал, что множества p-ично-рациональных распределений конечно порож-
дены при преобразованиях операциями системы {x1x2∨ x̄1x3, 0, 1}. В ра-
ботах Р.М. Колпакова [3] установлена конечная порожденность относи-
тельно преобразований системой {&,∨} множеств рациональных бернул-
лиевских распределений, у которых в разложении знаменателя на про-
стые множители могут встречаться простые числа из заданного конеч-
ного множества мощности не менее 2.

Ранее автором было получено, что преобразования случайных вели-
чин с распределениями из конечного множества с помощью функции
голосования не позволяют выразить все вероятности, записываемые пя-
теричными дробями [5]. Этот результат можно также распространить
на все p-ичные дроби для произвольного простого p, p ≥ 5. Кроме то-
го, в статье [6] сформулированы некоторые свойства, которыми должны
обладать функции из конечно порождающего множества при условии,
что функции индуцируют p-несократимые вероятностные функции. Под
p-несократимыми функциями понимаются такие функции, которые при
подстановке в качестве значений переменных несократимых правиль-
ных дробей, на выходе дают также несократимые дроби со знамена-

1Трифонова Екатерина Евгеньевна — инженер-исследователь, ИПМ им.
М.В.Келдыша РАН, e-mail: etrifonova@keldysh.ru.

Trifonova Ekaterina Evgen’evna — research engineer, Keldysh Institute of Applied
Mathematics (Russian Academy of Sciences)
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телем, степень которого есть сумма степеней знаменателей подставля-
емых дробей. Если называть вероятностные функции, не обладающие
подобным свойством, p-сократимыми, то возникает вопрос, какова доля
p-сократимых вероятностных функций среди всех вероятностных функ-
ций, индуцированных булевыми функциями без фиктивных перемен-
ных. Решению именно этой задачи посвящена данная работа. Особен-
но важной эта задача представляется в связи с тем, что универсальная
функция, входящая в состав конечно порождающей системы, описанной
Ф.И.Салимовым, индуцирует p-сократимую функцию.

2. Основные понятия

Пусть x— случайная величина, принимающая значение 1 и 0 c вероятно-
стью x̂ и 1−x̂ соответственно. Тогда распределение этой случайной вели-
чины однозначно определяется значением x̂. Будем считать, что каждой
случайной величине x, принимающей значения 0 и 1, сопоставлено число
x̂ ∈ [0; 1].

Будем рассматривать преобразования, осуществляемые в результате
подстановки независимых в совокупности случайных величин со значе-
ниями 0 и 1 вместо переменных булевых функций. При этом в качестве
преобразователей будем брать только булевы функции без фиктивных
переменных.

Пусть задана булева функция f(x1, . . . , xn) : {0, 1}n → {0, 1}, тогда
вероятностная функция f̂(x̂1, . . . , x̂n) : [0; 1]n → [0; 1], индуцированная
булевой функцией f(x1, . . . , xn), определяется соотношением:

f̂(x̂1, . . . , x̂n) =
∑

(x1,...,xn):
f(x1,··· ,xn)=1

n∏

i=1

(xix̂i + (1− xi)(1− x̂i)).

Будем обозначать как H(pk) всевозможные правильные несократи-
мые дроби со знаменателем pk.

Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ P2 , f̂(x̂1, . . . , x̂n) —индуцированная f веро-
ятностная функция, p—простое, p ≥ 5. Тогда если x̂i ∈ H(pki) для
i ∈ {1, . . . , n}, то значение индуцированной функции f̂ можно предста-
вить как f̂(x̂1, . . . , x̂n) = D

pm , D mod p 6= 0. При этом еслиm = k1+· · ·+kn
для заданного p, любых x̂i ∈ H(pki), а также любых ki ∈ N, i ∈ {1, . . . , n},
то f̂ будем называть p-несократимой функцией.

Будем называть индуцированные функции, которые не обладают та-
кими свойствами, p-сократимыми функциями. При этом заметим, что
для каждой p-сократимой функции найдется хотя бы один такой набор
значений переменных x̂i ∈ H(pki), что m < k1 + · · · + kn, а равенство
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m = k1 + · · · + kn может как выполняться, так и не выполняться при
других значения переменных x̂i ∈ H(pki).

Между булевой функцией и индуцированной ей функцией существует
взаимнооднозначное соответствие. Говоря о числе p-сократимых функ-
ций, мы одновременно говорим и о числе булевых функций, индуциру-
ющих p-сократимые функции.

Вероятностную функцию, индуцированную булевой функцией, мож-
но записать в виде

f̂(x̂1, . . . , x̂n) =
∑

κ1,...,κn:∈{0;1}
ακ1...κn x̂

κ1
1 . . . x̂κnn ,

где x̂0i = 1, x̂1i = x̂i. Тогда будет ли являться функция p-сократимой
или p-несократимой, определяется величиной коэффициента α1...1 при
x̂1 . . . x̂n. Очевидно, что f̂ будет p-сократимой в двух случаях:

1) α1...1 = 0, в этом случае функцию f̂ будем называть p-сократимой
первого типа;

2) α1...1 = ptA, где t ≥ 1, A ∈ Z, A mod p 6= 0, в этом случае функцию
f̂ будем называть p-сократимой второго типа.

Заметим, что p-сократимые функции первого типа будут p-сократи-
мыми для любого простого p ≥ 5, а p-сократимые функции второго типа
будут являться таковыми для одних p и не будут для других.

Напомним, что для булевой функции f(x1, . . . , xn) единичными набо-
рами называются совокупности значений переменных x1, . . . , xn, на ко-
торых функция f принимает единичное значение.

Обозначим число нулей в наборе (x1, . . . , xn) как

θ(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

(1− xi).

Число наборов с нечетным числом нулей среди единичных наборов
булевой функции f(x1, . . . , xn) запишем как

ηo(f) =
∑

(x1,...,xn):
f(x1,...,xn)=1

θ(x1, . . . , xn) mod 2.

Выразим число наборов с четным числом нулей среди единичных набо-
ров булевой функции f(x1, . . . , xn) следующим образом:

ηe(f) =
∑

(x1,...,xn):
f(x1,...,xn)=1

(1− θ(x1, . . . , xn) mod 2).
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Лемма 1. Для булевой функции f(x1, . . . , xn), не содержащей фиктив-
ных переменных, и индуцированной ей функции f̂(x̂1, . . . , x̂n) выполня-
ется α1...1 = ηe(f)− ηo(f)

Доказательство. Из определения вероятностной функции f̂(x̂1, . . . , x̂n),
индуцированной булевой функцией f(x1, . . . , xn), следует, что функцию
f̂(x̂1, . . . , x̂n) можно записать в виде:

f̂(x̂1, . . . , x̂n) =

ω1(f)∑

j=1

δ1j . . . δnj ,

где δ1j . . . δnj соответствует единичному набору функции f следующим
образом: δij = x̂i, если xi = 1 , δij = 1 − x̂i, если xi = 0, ω1(f) — число
единичных наборов функции f.

Очевидно, что после раскрытия всех скобок у выражения δ1j . . . δnj ,
коэффициент перед слагаемым x̂1 . . . x̂n будет равен либо 1, либо −1. Ко-
эффициент будет равен 1 в том случае, если число скобок вида 1 − x̂i
будет четно, и будет равен −1, если нечетно. Соответственно, для всех
единичных наборов получим, что суммарный коэффициент (обозначае-
мый как α1...1) перед x̂1 . . . x̂n будет равен ηe(f)− ηo(f). Таким образом,
α1...1 = ηe(f)− ηo(f).

Лемма 2. Если f индуцирует p-сократимую функцию первого типа f̂ ,
то ηe(f) = ηo(f).

Доказательство. По определению p-сократимой функции первого типа
α1...1 = 0. Из леммы 1 получаем, что α1...1 = ηe(f)− ηo(f) = 0. Следова-
тельно, ηe(f) = ηo(f).

Лемма 3. Если f(x1, . . . , xn) содержит фиктивные переменные, то
ηe(f) = ηo(f).

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что x1 —
фиктивная переменная. Тогда для любого набора (x2, . . . , xn) будет вы-
полнено f(0, x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn). Отсюда очевидно следует, что
ηe(f) = ηo(f).

Лемма 4. Для булевой функции f ηe(f) = ηo(f) тогда и только тогда,
когда либо f содержит не менее одной фиктивной переменной, либо
когда f индуцирует p-сократимую функция первого типа.

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть для булевой функции
f ηe(f) = ηo(f), а наше предположение неверно. Т. е. f не будет содер-
жать фиктивных переменных и индуцированная функция f̂ не будет яв-
ляться p-сократимой первого типа, то есть α1...1 6= 0. По лемме 1 имеем
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α1...1 = ηe(f) − ηo(f), т. е. α1...1 = 0. Получили противоречие, необходи-
мость доказана.

Достаточность доказана в леммах 2 и 3.

Лемма 5. Если булевая функция f индуцирует p-сократимую функцию
второго типа f̂ , то ηe(f)− ηo(f) будет кратна p.

Доказательство. Следует из леммы 1 и определения p-сократимых
функций второго типа.

3. Оценка числа p-сократимых функций первого
типа

Число булевых функций f таких, что ηe(f) = ηo(f), мы можем посчитать
как

2n−1∑

k=0

Ck2n−1C
k
2n−1 .

При этом согласно лемме 4 это число будет включать в себя все функ-
ции, которые индуцируют p-сократимые первого типа, и также и все
функции, которые содержат фиктивные переменные.

Число функций от n, содержащих фиктивные переменные, может
быть вычислено как:

22
n −

n∑

k=0

(−1)kCkn22
n−k

= −
n∑

k=1

(−1)kCkn22
n−k

.

Тогда число p-сократимых функций первого типа, будет равно раз-
ности двух выражений, приведенных выше:

2n−1∑

k=0

Ck2n−1C
k
2n−1 +

n∑

k=1

(−1)kCkn22
n−k

.

Используя свертку Вандермонда [7], преобразуем первое слагаемое
следующим образом:

2n−1∑

k=0

Ck2n−1C
k
2n−1 =

2n−1∑

k=0

Ck2n−1C
2n−1−k
2n−1 = C2n−1

2n−1+2n−1 = C2n−1

2n = C
2n/2
2n .

Теперь оценим величину второго слагаемого.
n∑

k=1

(−1)kCkn22
n−k

= −n22
n−1

+ . . . .
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Известно, что его асимптотика равна −n22
n−1 .

Для оценки значения выражения вида C l2l при n → ∞ будем ис-
пользовать формулу Стирлинга в виде l! ∼

√
2πl( le)

l.  Тогда C l2l ∼ 22l√
πl
.

Подставим 2n вместо 2l, а 2n−1 вместо l. Получаем, что C2n−1

2n ∼ 22
n

√
π2n−1

=

22
n√

π
2
(
√
2n)

=
√

2
π

22
n

2n/2
.

Оценим асимптотику разности выражений C2n/2
2n − n22

n−1
. Для этого

представим n22
n−1 как n

√
22n .

Тогда C2n/2
2n − n22

n−1 ∼
√

22n(
√

2
π

√
22
n

2n/2
− n) ∼

√
2
π

22
n

2n/2
.

Заметим, что число всех булевых функций асимптотически равно
числу всех булевых функций без фиктивных переменных.

Поскольку число всех булевых функций от n переменных равно 22
n
,

то получаем, что доля сократимых функций первого типа при n → ∞
асимптотически убывает как

√
2
π

1
2n/2

.

4. Оценка числа p-сократимых функций второго
типа

Для p-сократимых функций второго типа по определению α1...1 = ptA,
где t ≥ 1, A ∈ Z, A mod p 6= 0. По лемме 1 имеем, что ηe(f) − ηo(f) =
α1...1 = ptA. Тогда можем записать, что |ηe(f) − ηo(f)| = sp, где s ∈ N,
т. е. либо ηe(f) = ηo(f) + ps, если ηe(f) > ηo(f), либо ηo(f) = ηe(f) + ps,
если ηo(f) > ηe(f). Для фиксированного s число таких функций равно

2

2n−1−sp∑

i=0

Csp+i
2n−1C

i
2n−1 ,

для всех допустимых s получаем, что общее число таких функций равно

[ 2
n−1

p
]∑

s=1

2

2n−1−sp∑

i=0

Csp+i
2n−1C

i
2n−1 .

Таким образом, число p-сократимых функций второго типа можно
записать как

2

[ 2
n−1

p
]∑

s=1

2n−1−sp∑

i=0

Csp+i
2n−1C

i
2n−1 .

Преобразуем выражение Ci2n−1 следующим образом

Ci2n−1 = C2n−1−i
2n−1 = C2n−1−i+sp−sp

2n−1 = C
2n−1+sp−(sp+i)
2n−1 .

139



Запишем число p-сократимых функций второго типа в виде

2

[ 2
n−1

p
]∑

s=1

∑

i

Csp+i
2n−1C

2n−1+sp−(sp+i)
2n−1 .

Рассмотрим сумму
∑

i

Csp+i
2n−1C

2n−1+sp−(sp+i)
2n−1 . Положим j = sp+ i. Приме-

няя свертку Вандермонда [7], получаем следующую оценку сверху:

∑

i

Csp+i
2n−1C

2n−1+sp−(sp+i)
2n−1 ≤

2n−1+sp∑

j=0

Cj
2n−1C

2n−1+sp−j
2n−1 = C2n−1+sp

2n .

Оценим значение

2

[ 2
n−1

p
]∑

s=1

C2n−1+sp
2n .

Используя метод мультисекции рядов (см., например, [7]), и приме-

няя его к формуле бинома Ньютона, получим p

[n−m
p

]∑

s=0

Cm+sp
n ∼ 2n при

m < p. Следовательно, с учетом симметрии биномиальных коэффициен-
тов можем получить, что

2

[ 2
n−1

p
]∑

s=1

C2n−1+sp
2n ∼ 2

1

2p
22
n

=
1

p
22
n
.

Соответственно, доля сократимых функций второго типа при n→∞
асимптотически не превышает 1

p .

5. Заключение

Получено, что при n → ∞ доля p-сократимых функций первого типа
асимптотически равна

√
2
π

1
2n/2

, а доля p-сократимых функций второго
типа асимптотически не превышает 1

p .
Следовательно, p-несократимые функции составляют асимптотиче-

ски при p ≥ 5 «большую часть» всех индуцированных вероятностных
функций, однако если с ростом n доля p-сократимых функций первого
типа уменьшается, то верхняя оценка доли p-сократимых функций вто-
рого типа асимптотически постоянна и зависит только от величины p.
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Часть 4.
Семинары кафедры МаТИС



Доклады семинара «Теория автоматов»

В 2022 году на научном семинаре «Теория автоматов» под руковод-
ством профессора Эльяра Эльдаровича Гасанова состоялось 14 докла-
дов.

2 марта 2022 года

Асимптотически хорошие семейства
классических и квантовых LDPC кодов

н.с. Пантелеев П.А., м.н.с. Калачев Г.В.

Классические LDPC коды являются важными компонентами совре-
менных систем хранения и передачи данных. Их квантовые аналоги
(qLDPC коды) обещают значительную экономию ресурсов в протоколах
для отказоустойчивых квантовых вычислений. Начиная с основополага-
ющей работы Роберта Галлагера в начале 1960-х годов было известно,
что существуют асимптотически хорошие семейства классических LDPC
кодов, т.е. семейства, где размерность и минимальное расстояние рас-
тет линейно с ростом длины кода. Более того, 35 лет спустя Сипсер и
Спилмен нашли эффективный способ построения таких кодов на основе
графов расширителей (экспандерные коды). В то же время, вопрос о су-
ществовании асимптотически хороших квантовых LDPC кодов (qLDPC
гипотеза) оставался открытым уже более двух десятилетий.

В докладе будет рассказано об аналоге экспандерных кодов Сипсера
и Спилмена, позволяющем строить асимптотически хорошие семейства
квантовых LDPC кодов на основе первых групп гомологий некоторого
двумерного цепного комплекса, что доказывает qLDPC гипотезу. Более
того, будет продемонстрировано как рассматривая вторые группы гомо-
логий полученных цепных комплексов можно доказать существование
классических локально тестируемых кодов с оптимальными асимптоти-
ческими параметрами, что в свою очередь решает другую важную от-
крытую проблему, называемую c3-гипотезой, ответ на которую также
недавно независимо был получен в работе arXiv: 2111.04808.

В выступлении предполагается дать обзор конструкции и показать
некоторые основные идеи, используемые в доказательстве, такие как по-
нятие локальной минимальности, заимствованное из теории многомер-
ных расширителей. Доклад основан на работе arXiv: 2111.03654.
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9 марта 2022 года

Предикаты k-значной логики и задача
удовлетворения ограничениям

с.н.с. Жук Д.Н.

В 1969 году была открыта удивительная связь между функциями и
предикатами, а именно, было построено взаимно-однозначное соответ-
ствие между замкнутыми классами функций и замкнутыми классами
предикатов. Несмотря на этот результат, многие годы именно функции
были главным объектом исследований, а предикаты (отношения) оста-
вались вспомогательным инструментом для описания предполных и за-
мкнутых классов.

В докладе будет представлен обзор результатов, полученных с по-
мощью подхода, в котором основным объектом являются предикаты, а
функции играют лишь вспомогательную роль.

23 марта 2022 года

Оценки энергопотребления объёмных схем
м.н.с. Ефимов А.А.

Ещё в середине XX века в связи с интенсивным развитием вычис-
лительной техники возникла задача синтеза схем, вычисляющих булевы
функции и операторы. Одной из основных и наиболее подробно иссле-
дованных моделей схем является схема из функциональных элементов
(СФЭ). В качестве характеристики оптимальности СФЭ можно рассмат-
ривать сложность — количество функциональных элементов, содержа-
щихся в схеме. Таким образом, под сложностью булевой функции или
оператора будем понимать минимальную сложность схемы, реализую-
щую данную функцию или оператор.

Отметим, что в модели СФЭ не учитываются вполне естественные
ограничения на размещение элементов схемы в плоскости или простран-
стве, способы их соединения, разводка проводов и т.п. В действитель-
ности, любая схема состоит из отдельных элементарных частей (функ-
циональных элементов), которые имеют определенную длину, ширину
и соединяются проводниками, размеры которых следует учитывать при
оценке сложности реальных устройств.

В докладе рассматриваются объёмные схемы, являющиеся укладкой
схем функциональных элементов в пространстве. Был рассмотрен класс
объёмных схем, реализующих булевы операторы. Для этого класса по-
лучены верхняя и нижняя оценка потенциала — меры мощности, равной

145



количеству элементов схемы, выдающих единицу на данном входном на-
боре. Получен порядок функции Шеннона потенциала для класса всюду
определенных операторов для объёмных схем без ограничений и схем с
близкими выходами, а также нижняя оценка для частичных операторов.

30 марта 2022 года

Алгоритм, практически максимизирующий
точность k-классификации на множестве

представителей k классов эквивалентности
доц. Бернадотт А.К.

Идея данной работы родилась при решении задачи выбора словаря
для разработки неинвазивного интерфейса мозг-компьютер с манипу-
лятором для людей с ограниченными возможностями. При разработке
устройства возникла необходимость подобрать словарь из слов-синони-
мов, объединенных в k классов эквивалентности по семантической бли-
зости. Задача состояла в том, чтобы найти такое множество представи-
телей k классов эквивалентности, на котором k-точность классификации
классификаторомK удовлетворяет определенным критериям: (1) макси-
мальная точность классификации, (2) максиминальная точность — точ-
ность классификации каждой пары распределений слов не ниже опре-
деленного значения. Идея заключалась в том, чтобы представить слова
(множества), сгруппированные в k классов эквивалентности, в виде k-
дольного взвешенного графа G и найти k-дольную клику, удовлетворя-
ющую определенным критериям. Предложенный Алгоритм 1 позволял
получить k-дольные клики с максимальной точностью классификации
наихудшего случая; Алгоритм 2 обеспечивал k-дольные клики с макси-
мальным суммарным весом. Задача поиска максимальной клики отно-
сится к классу NP-трудных. Однако представленные алгоритмы позво-
ляют выбрать набор представителей оптимально с точки зрения практи-
ческой максимизации точности классификации и времени выполнения.
Алгоритмы увеличивают скорость подбора представителей на 5 поряд-
ков по сравнению с алгоритмом полного перебора с небольшой потерей
точности.
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13 апреля 2022 года

Вопросы выразимости в классах
кусочно-линейных функций

инженер Кан А.Н.

Кусочно-линейные функции используются при проектировании ис-
кусственных нейронных сетей, к ним относятся суперпозиции из линей-
ных функций и ReLU. Работа продолжает исследования В.С. Половни-
кова по выразимости через суперпозиции в классах кусочно-линейных
функций, содержащих линейные функции. При этом ограничении для
класса кусочно-линейных функций найдены предполные классы. Одним
из них является класс согласованных функций, который содержит един-
ственный предполный подкласс, включающий линейные функции. Пока-
зано, что любая кусочно-линейная непрерывная функция двух перемен-
ных выражается через линейные функции и ReLU. Построена решетка
одноместных следов замкнутых классов кусочно-линейных функций с
рассматриваемым ограничением.

18 мая 2022 года

Асимптотика числа пороговых функций и
асимптотика числа вырожденных ±1-матриц

доц. Ирматов А.А.

В докладе будет рассказано о решении двух, ставших уже классиче-
скими, проблем дискретной математики, математической кибернетики и
комбинаторики. Одной из этих проблем является нахождение асимпто-
тики числа пороговых функций, которая в статье А.Д.Коршунова (см.
А.Д.Коршунов, УМН, 2009, Т.64, В.5(389)) включена в список важных
нерешенных проблем дискретной математики и математической кибер-
нетики. В 19 веке L. Schläfli в эквивалентных терминах получил (около
1850 г.) верхнюю оценку для числа пороговых функций P (2, n):

P (2, n) ≤ 2
n∑

i=0

(
2n − 1

i

)
.

С конца 50-х годов прошлого века вопрос о нахождении числа пороговых
функций стал одним из центральных вопросов пороговой логики. В ряде
статей были получены нижние оценки для P (2, n), близкие по порядку
логарифма к верхней оценке L. Schläfli. Наилучшая нижняя оценка в
этой серии работ была получена автором в 1993 году:

P (2, n) ≥ 2n
2(1− 7

lnn) · P
(
2,

[
7(n− 1)

log2 (n− 1)

])
.
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Проблема о распределении значений детерминанта ±1-матрицы интен-
сивно изучается с 30-х годов 20-го века (см. A.M.Odlyzko, Journal of
Comb.Theory, Ser.A 47, 124-133 (1988)). В 1963 году Komlós J. (опубли-
ковано в 1967 году) доказал, что вероятность вырожденности случайной
Бернуллиевой 0,1-матрицы Mn с ростом размерности стремится к нулю,
что верно и для ±1-матриц:

Pn
def
= Pr (detMn = 0) = on(1).

В 1977 году он улучшил свой результат до верхней оценки

Pn < O

(
1√
n

)
.

В 1995 году Kahn J., Komlós J. и Szemerédi E. добились экспоненциаль-
ного убывания верхней оценки: (0.999 + on(1))

n. В 2007 году Tao T. и
Vu V. получили оценку

(
3
4 + on(1)

)n, а в 2009 году Bourgain J., Vu V.H.

и Wood P.M. улучшили ее до
(√

2
2 + on(1)

)n
. В 2018 году К. Тихомиро-

вым было показано, что

Pn =

(
1

2
+ on(1)

)n

.

В докладе будет исследовано представление числа пороговых функ-
ций в комбинаторно-топологических терминах, вытекающего из работ
L. Schläfli, Zaslavsky T., Hall P. и Folkman J., и показана связь числа
P (2, n) с числом вырожденных ±1-матриц, позволяющая установить сле-
дующие асимптотики.

Теорема 1. Асимптотика вероятности Pn равна:

Pn ∼ (n− 1)2 21−n, n→∞.

Теорема 2. Асимптотика числа пороговых функций равна:

P (2, n) ∼ 2

(
2n − 1

n

)
, n→∞.

Полное изложение результатов можно найти по адресу
https://arxiv.org/pdf/2004.03400v3.pdf
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14 сентября 2022 года

Параметро-эффективная расшифровка булевых
функций

м.н.с. Быстрыгова А.В.

Расшифровка функций (learning theory) — направление математики,
которое началось развиваться практически полвека назад. Эта область
остается актуальной и по сей день, поскольку связана с восстановлением
оптимальным образом информации об исследуемом объекте на основе
частичных сведений о нем. Более формально, под расшифровкой функ-
ции из заданного класса F понимают игру между “учеником” и “учите-
лем”, в которой учитель загадывает одну функцию из класса F , а ученик,
зная этот класс F полностью, но не зная выбор учителя, задает учите-
лю запросы разрешенного типа, получает ответы от учителя и на осно-
ве этих ответов восстанавливает какую-то информацию про выбранную
функцию.

Чтобы оценить, насколько быстро можно расшифровать функции из
того или иного класса, вводят понятие сложности расшифровки как мак-
симальное число запросов, которое ученик должен задать учителю для
расшифровки самой “плохой” функции. Иными словами, ученик выби-
рает “лучшую” стратегию восстановления функции. Затем проверяется,
сколько запросов потребуется задать ученику, используещему эту стра-
тегию, чтобы восстановить каждую функцию из класса. За сложность
расшифровки принимают максимум среди этих значений.

В докладе будут представлены результаты сложности расшифров-
ки булевых функций ограниченного веса для четырех типов запросов
(запросы на значение, запросы на сравнение, запросы на ограниченную
и расширенную эквивалентность), а также оценки сложности расшиф-
ровки всех замкнутых классов решетки Поста для двух типов запросов
(запросы на значение, запросы на сравнение).

19 октября 2022 года

Булевы биюнктивные функции и порождаемые
ими системы булевых уравнений

доц. Тарасов А.В.

Доклад посвящен результатам из области исследования булевых би-
юнктивных функций. Класс биюнктивных функций (функций, предста-
вимых в виде 2-КНФ) является одним из классов Шефера, порождаю-
щих полиномиально решаемые системы булевых уравнений.
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Ряд задач, связанных с этими функциями, является труднорешаемы-
ми. К таковым относится, в частности, задача нахождения веса функции
по её 2-КНФ, известная как задача #2-SAT. Вместе с тем, 2-КНФ, пред-
ставляющие биюнктивные функции, допускают компактное представле-
ние в виде ориентированных графов. В докладе обсуждаются методы
эффективного оценивания веса биюнктивных функций. Данная задача
фактически эквивалентна задаче оценки числа решений булевой дву-
членной системы уравнений.

Поскольку класс биюнктивных функций относится к классам Шефе-
ра, в докладе обсуждаются вопросы связи класса биюнктивных функций
с другими классами Шефера. Центральным результатом здесь являет-
ся описание групп преобразований n-мерного векторного пространства,
стабилизирующих множество биюнктивных функций от n переменных и
ряд его подмножеств.

Третья часть доклада посвящена изучению параметров метода мак-
симального правдоподобия для решения систем булевых уравнений, по-
рожденных дважды биюнктивными функциями, то есть такими биюнк-
тивными функциями, отрицание которых также является биюнктивной
функцией.

26 октября 2022 года

Цифровая подпись на основе кодов,
определяющих изображения с точностью

до аффинных преобразований
проф. Козлов В.Н.

Первый “допотопный” вариант защиты документа от подделки (ис-
пользуется, однако, и поныне) — это так называемая “живая” подпись
(или факсимиле), и канцелярская печать. Но в наши дни документообо-
рот большей частью электронный, и, зачастую, с очень большим числом
документов (электронные торги, банковские платежные системы, сделки
в криптовалютах, и пр.). Факсимиле в этом случае неудобно, а главное —
крайне ненадежно. Здесь работает возникшая около тридцати лет назад
цифровая подпись (или электронная цифровая подпись — ЭЦП). Как
правило, сердцевиной этой конструкции, т.е. ЭЦП, является функция, у
которой ее значение при заданном значении аргумента, вычисляется лег-
ко, а обратное, т.е. вычисление значения аргумента при известном зна-
чении функции, очень трудно. В докладе описывается аналог цифровой
подписи на другой принципиальной основе — на использовании кодов,
определяющих изображения с точностью до аффинных преобразований.
Это способ защиты электронного изображения от подделки и проверки
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подлинности полученной информации. Способ предназначен для работы
с любыми изображениями (потенциально и с трехмерными), или с ин-
формацией, приводимой к изображениям (например, со звуком). В целом
способ может быть использован для защиты канала связи между отпра-
вителем информации в виде изображения и получателем от попыток тре-
тьих сторон отправить получателю информацию под видом информации
от отправителя, а также аутентификации полученного изображения или
информации, приводимой к виду изображения.

9 ноября 2022 года

Об укладках схем из функциональных элементов
на плоскости и в пространстве

м.н.с. Калачев Г.В.

В докладе будет рассказано о различных моделях схем, учитываю-
щих ограничения на размещение элементов на плоскости или в простран-
стве. Первая часть доклада будет посвящена обзору различных резуль-
татов о сложности реализации булевых функций (и операторов) кле-
точными схемами, известные асимптотические оценки для клеточных
схем. Во второй части доклада будет кратко рассказано о связи слож-
ности клеточных схем со сложностью в других схожих моделях, таких
как планарные схемы, клеточные схемы ограниченной ширины, трехмер-
ные клеточные схемы, многослойные схемы. Рассматривается функция
сложности преобразования схемы из одной модели в другую, и в терми-
нах этой функции формулируются результаты о связи сложности в раз-
личных моделях. В связи с этим естественным образом возникает класс
задач, где для данной пары моделей нужно оценить функцию сложности
преобразования из одной модели в другую. Несмотря на то, что иногда
эта функция оценивается с использованием уже известных результатов,
для многих пар моделей вопрос остаётся открытым.

16 ноября 2022 года

Активность в различных моделях схем
м.н.с. Калачев Г.В.

В докладе речь пойдёт о различных мерах активности для схем из
функциональных элементов и клеточных схем. Различные меры слож-
ности схем моделируют различные характеристики чипов. Например,
сложность схемы отражает площадь чипа, глубина схемы отражает за-
держку сингала на выходе, что в свою очередь определяет тактовую
частоту устройства. Активность (также называемая мощностью) схемы
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- мера сложности, отражающая энергопотребление физического устрой-
ства. Одним из наиболее естественных способов определить активность
схемы — посчитать максимальное (или среднее) число единиц на выхо-
дах элементов, где максимум (или среднее) берётся по всевозможным
входным наборам. Это наиболее исследованная мера активности схем,
однако есть и другие способы определять активность, о которых будет
рассказано в первой части доклада. Также будет дан обзор известных
результатов об активности схем из функциональных элементов.

Во второй доклада части речь пойдёт об активности плоских и объ-
ёмных клеточных схем. Будут рассказаны результаты о связи мер слож-
ности и активности, а также результаты о поведении функции Шеннона
активности плоских и объёмных клеточных схем для класса частичных
операторов. На примере класса всех булевых функций от n переменных
будут проиллюстрированы несколько основных идей, используемых в до-
казательствах этих результатов.

23, 30 ноября 2022 года

О проблеме выполнимости булевых формул
доц. Боков Г.В.

Доклад посвящен проблеме выполнимости булевых формул и подхо-
дах к ее решению. Будет рассказано о различных моделях формальных
систем, представляющих как общий, так и частные случаи проблемы
выполнимости. В докладе рассматриваются ограничения на класс до-
пустимых формул и перечень используемых тактик. Будет представлен
сравнительных обзор известных результатов по этой теме.

7 декабря 2022 года

Тензорные сети для эффективной симуляции
квантовых вычислений

н.с. Пантелеев П.А.

Тензорные сети являются важным инструментом, позволяющим в
некоторых частных случаях значительно понижать сложность задач,
для которых в общем случае не имеется эффективного алгоритма ре-
шения. Одним из многочисленных примеров подобных задач является
задача симуляции квантовых схем маленькой глубины на классическом
компьютере. В докладе предполагается рассказать об эффективных ме-
тодах симуляции на основе тензорных сетей, а также о применении дан-
ных методов к случайным схемам, возникающим в экспериментах по де-
монстрации квантового превосходства.
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14 декабря 2022 года

A-предпредполные классы в классе линейных
автоматов

доц. Часовских А.А., асп. Бирюкова В.А.

В.А. Буевич ввел понятие аппроксимационного замыкания (A-за-
мыкания) в классе конечных автоматов над двухэлементной логикой
P 2о.д. что, по сравнению с замыканием по операциям композиции (K-
замыкания), позволило увеличивать выразительные возможности его
подмножеств. Вячеслав Александрович показал, что мощность множе-
ства A-предполных классов в P 2о.д. счетна, а не континуальна, как
для оператора K-замыкания (В.Б. Кудрявцев). Несмотря на это, за-
дача проверки A-полноты конечных подмножеств конечных автоматов,
как и в случае K-замыкания, осталась алгоритмически неразрешимой
(М.И. Кратко).

Для подкласса L2о.д. класса P 2о.д., состоящего из линейных авто-
матов, количество K-предполных классов счетно, количество A-пред-
полных классов конечно, задачи проверки K-полноты и A-полноты ко-
нечных подмножеств алгоритмически разрешимы. Эти же утверждения
справедливы для классов линейных автоматов над конечными полями.

Доклад посвящен изучению A-предполных классов в L2о.д.. Для них
построены A-базисы, найдены все их A-предполные подклассы. Таким
образом, в решетке A-замкнутых классов L2о.д. определены два слоя
максимальных собственных подклассов. Несмотря на континуальность
A-замкнутых подклассов в классе L2о.д., количество A-предполных и A-
предпредполных классов в нем конечно, что располагает к дальнейшим
исследованиям задачи A-выразимости в L2о.д..
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Äîêëàäû ñåìèíàðà ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè

àëãîðèòìîâ ïîèñêà¿

Â 2022 ãîäó íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ
ïîèñêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ýëüÿðà Ýëüäàðîâè÷à Ãàñàíîâà ñî-
ñòîÿëîñü 8 äîêëàäîâ.

7 ñåíòÿáðÿ 2022 ãîäà

Ïàðàìåòðî-ýôôåêòèâíàÿ ðàñøèôðîâêà áóëåâûõ
ôóíêöèé

ì.í.ñ. Áûñòðûãîâà À.Â.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè áóëå-
âûõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âåñà äëÿ ÷åòûðåõ òèïîâ çàïðîñîâ (çàïðîñû
íà çíà÷åíèå, çàïðîñû íà ñðàâíåíèå, çàïðîñû íà îãðàíè÷åííóþ è ðàñøè-
ðåííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü), à òàêæå îöåíêè ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè âñåõ
çàìêíóòûõ êëàññîâ ðåøåòêè Ïîñòà äëÿ äâóõ òèïîâ çàïðîñîâ (çàïðîñû íà
çíà÷åíèå, çàïðîñû íà ñðàâíåíèå).

14 ñåíòÿáðÿ 2022 ãîäà

×èñëî ñîñòîÿíèé êëåòî÷íîãî àâòîìàòà,
ðåàëèçóþùåãî äâóíàïðàâëåííîå äâèæåíèå íà

ëó÷å ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ âïåð¼ä 1/3

ì.í.ñ. Êóçíåöîâà Å.Â.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òî÷êè íà ýêðàíå, êîòîðûé ðå-
àëèçîâàí, êàê êëåòî÷íûé àâòîìàò íà áåñêîíå÷íîé â ïðàâóþ ñòîðîíó ïî-
ëîñå øèðèíîé â îäíó êëåòêó. Èçó÷àåòñÿ êëàññ S çàêîíîâ äâèæåíèÿ ýòî-
ãî àâòîìàòà, äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå âïåð¼ä âîçìîæíî ñî ñêîðîñòüþ, íå
áîëüøåé, ÷åì 1/3. Äâèæåíèå âïåð¼ä íà îäíó êëåòêó îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
äâóìÿ îñòàíîâêàìè. Âîçìîæíî äâèæåíèå íàçàä ñî ñêîðîñòüþ 1, òàêæå
òî÷êà ìîæåò ñòîÿòü íà ìåñòå ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî òàêòîâ.

Îïðåäåë¼í êëàññ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ � òîëêàòåëè. Ðàíåå â êëàññå
òîëêàòåëåé ðåàëèçîâàíû çàêîíû äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ âïå-
ð¼ä 1/4 è ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ íàçàä 1/2, à òàê æå çàêîíû äâèæåíèÿ ñî
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ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ âïåð¼ä 1/3, ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ íàçàä 1 è ÷¼òíûì
êîëè÷åñòâîì îñòàíîâîê.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî â êëàññå òîëêàòåëåé íåâîçìîæíî ïî-
ñòðîèòü êëåòî÷íûé àâòîìàò ñ êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé, ìåíüøèì ïÿòè,
ðåàëèçóþùèé çàêîíû äâèæåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà S. Ðåçóëü-
òàò ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äî ïîÿâëåíèÿ òî÷êè íà ýêðàíå âñå êëåòêè
íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.

19 îêòÿáðÿ 2022 ãîäà

Âåðõíÿÿ îöåíêà ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè
ïëîñêèõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ îäèí êëàññ

àâòîìàòîâ

ì.í.ñ. Âîðîòíèêîâ À.Ñ.

Ïëîñêèå ñõåìû (èëè ñõåìû èç êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ) - ýòî â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå óêëàäêà ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ïëîñêîñòü.
Äàííûå îáúåêò ðàññìàòðèâàëè ìíîãèå àâòîðû, â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åí ïî-
ðÿäîê ïîòåíöèàëà è ïåðåêëþ÷àòåëüíîé ìîùíîñòè äëÿ ïëîñêîé ñõåìû,
ðåàëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ, ñîñòàâëÿþùèé 2n/2.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåííîå ïîíÿòèå: ïëîñêèå àâ-
òîìàòíûå ñõåìû. Ýòî ñõåìû, ÷åé áàçèñ êëåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþò,
ïîìèìî ïðèâû÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ íå áîëåå ÷åì ÷åòûðüìÿ âõîäàìè
è âûõîäàìè, çàäåðæêè � àâòîìàòû ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì, ïîäàþùèå íà
âûõîä â ñëåäóþùèé òàêò òî, ÷òî ïðèøëî íà âõîä â ïðåäûäóùèé. Êîð-
ðåêòíûå ñõåìû òåïåðü â êàæäîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå äîëæíû ñîäåð-
æàòü íå ìåíåå îäíîé çàäåðæêè. Ôóíêöèîíèðóåò äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ êàê
ñòðóêòóðíûé àâòîìàò.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûé êëàññ àâòîìàòîâ ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü ïëîñêèìè àâòîìàòíûìè ñõåìàìè ñî ñðåäíåé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé
ìîùíîñòüþ íà òàêò íå áîëåå ÷åì 2n/2/ log2 n. Ïðèâîäèòñÿ ñõåìà ñ îáîçíà-
÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.
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9 íîÿáðÿ 2022 ãîäà

Ðàñïîçíàâàíèå àâòîìàòîì ñâîéñòâà ãðàôà áûòü
ãðàôîì-êàêòóñîì

àñï. Äåìèäîâà À.À.

Ãðàôîì-êàêòóñîì ÿâëÿåòñÿ òàêîé ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì ëþáîå
ðåáðî ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì îäíîìó öèêëó (è ëþáûå äâà öèêëà ìî-
ãóò èìåòü íå áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû). Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
àâòîìàòû, îñóùåñòâëÿþùèå îáõîä ñâÿçíûõ ïëîñêèõ ïðîñòûõ íåîðèåíòè-
ðîâàííûõ ãðàôîâ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ãðàôû
ãðàôàìè-êàêòóñàìè. Àâòîìàòó äîñòóïíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñòèðàå-
ìûõ êðàñîê, êîòîðûå îí íàíîñèò íà ð¼áðà â òå÷åíèå îáõîäà ãðàôà. Âî
âðåìÿ îáõîäà àâòîìàò îáëàäàåò ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèåé î âåðøèíàõ, êî-
òîðûå îí ïîñåùàåò, è èíöèäåíòíûõ èì ð¼áðàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàòó èçâåñòíî, êðàñèë ëè îí òîëüêî ÷òî íåêîòîðîå
ðåáðî, áëàãîäàðÿ ÷åìó îí ìîæåò îáíàðóæèâàòü öèêëû â ãðàôå. Â ðàáîòå
èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü àâòîìàòîâ ñ 3 ñòèðàåìûìè êðàñêàìè îñòàâëÿòü
íà ð¼áðàõ òàêèå ìåòêè, êîòîðûå ïîìîãëè áû óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ãðàô
êàêòóñîì èëè íåò.

16 íîÿáðÿ 2022 ãîäà

Âîïðîñû âûðàçèìîñòè â êëàññàõ
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé

äîö. Ìèðîíîâ À.Ì.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèïòîãðàôè-
÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ è ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ âåðèôèêàöèè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ. Êðèïòîãðàôè÷åñêèå
ïðîòîêîëû � ýòî ðàñïðåäåëåííûå àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ ïåðåäà÷è êîíôèäåíöèàëüíîé èíôîðìàöèè â íåáåçîïàñíîé ñðåäå.
Îíè èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, â ýëåêòðîííûõ ïëàòåæàõ, ýëåêòðîííûõ
ïðîöåäóðàõ ãîëîñîâàíèÿ, ñèñòåìàõ äîñòóïà ê êîíôèäåíöèàëüíûì äàí-
íûì, è ò.ä. Îøèáêè â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëàõ ìîãóò ïðèâåñòè
ê áîëüøîìó óùåðáó, ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ êîððåêòíîñòè è áåçîïàñíî-
ñòè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ. Â äîêëàäå èçëîæåíû íîâûå ìåòîäû
ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ.
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23 íîÿáðÿ 2022 ãîäà

Ðåàëèçàöèÿ ñëîæåíèÿ ÷èñåë êëåòî÷íûìè
àâòîìàòàìè è êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè ñ

ëîêàòîðàìè

ïðîô. Ãàñàíîâ Ý.Ý.

Áûëî ðàññêàçàíî, êàê ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè è êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè ñ ëîêàòîðàìè â
îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ.

30 íîÿáðÿ 2022 ãîäà

Íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ðàñøèôðîâêè
áóëåâûõ ôóíêöèé âåñà 3 çàïðîñàìè íà ñðàâíåíèå

ì.í.ñ. Áûñòðûãîâà À.Â.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òî÷íîé ðàñøèôðîâêè çàïðîñàìè íà ñðàâíå-
íèå áóëåâûõ ôóíêöèé âåñà 3. Äâà èãðîêà �ó÷èòåëü� è �ó÷åíèê� èãðà-
þò â ñëåäóþùóþ èãðó. Â íà÷àëå èãðû ó÷èòåëü âûáèðàåò ëþáóþ áóëåâó
ôóíêöèþ àðíîñòè n âåñà 3. Ó÷åíèê íå çíàåò âûáîð ó÷èòåëÿ, íî çíàåò n.
Ó÷åíèê ïîñëåäîâàòåëüíî çàäàåò çàïðîñû íà ñðàâíåíèå, ó÷èòåëü íà íèõ
áåçîøèáî÷íî îòâå÷àåò. Çàïðîñ íà ñðàâíåíèå � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà n-
ìåñòíûõ íàáîðîâ, îòâåò íà çàïðîñ � ðàçíîñòü çíà÷åíèé âûáðàííîé ó÷è-
òåëåì ôóíêöèè íà ýòèõ íàáîðàõ. Öåëü ó÷åíèêà � ïîíÿòü âûáîð ó÷èòåëÿ,
çàäàâ êàê ìîæíî ìåíüøå çàïðîñîâ. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíî äîêàçàòåëü-
ñòâî íåóëó÷øàåìîé íèæíåé îöåíêè ýòîãî êîëè÷åñòâà.

7 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Àëãîðèòì äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà ¾Ëîòåðåÿ¿ è
ìåòîäû áîðüáû ñî çëîóìûøëåííèêàìè

àñï. Ñóþíáåêîâà Ì.Á.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âûáîðà îäíîãî èãðîêà ñðåäè ìíîæåñòâà ó÷àñò-
íèêîâ â êà÷åñòâå ïîáåäèòåëÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì
�Ëîòåðåÿ�. Îïðåäåëÿþòñÿ êëàññû çëîóìûøëåííèêîâ, êîòîðûå ïûòàþòñÿ
ñîðâàòü èãðó íà îñíîâíîì ýòàïå àëãîðèòìà. Äëÿ íåêîòîðûõ èç ýòèõ êëàñ-
ñîâ ïðèâîäÿòñÿ ïðîòîêîëû èõ ïîèìêè.
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К сведению авторов публикаций в журнале
«Интеллектуальные системы. Теория и приложения»

В соответствии с требованиями ВАК РФ к изданиям, входящим в пере-
чень ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, в которых могут
быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание
ученой степени доктора и кандидата наук, статьи в журнал «Интеллектуаль-
ные системы. Теория и приложения» предоставляются авторами в следующей
форме:
1. Статьи, набранные в пакете LATEX, предоставляются к загрузке через WEB-
форму http://intsysjournal.org/generator_form .
2. К статье прилагаются файлы, содержащие название статьи на русском и
английском языках, аннотацию на русском и английском языках (не более 50
слов), список ключевых слов на русском и английском языках (не более 20
слов), информация об авторах: Ф.И.О. полностью, место работы, должность,
ученая степень и/или звание (если имеется), контактные телефоны (с кодом
города и страны), e-mail, почтовый адрес с индексом города (домашний или
служебный).
3. Список литературы оформляется в едином формате, установленном систе-
мой Российского индекса научного цитирования.
4. За публикацию статей в журнале «Интеллектуальные системы. Теория и
приложения» с авторов (в том числе аспирантов высших учебных заведений)
статей, рекомендованных к публикации, плата не взимается. Оттиски статей
авторам не предоставляются. Журнал распространяется по подписке, экзем-
пляры журнала рассылаются подписчикам наложенным платежом. Условия
подписки публикуются в каталоге НТИ «Роспечать», индекс журнала 64559.
5. Доступ к электронной версии последнего вышедшего номера осуществля-
ется через НЭБ «Российский индекс научного цитирования». Номера, вы-
шедшие ранее, размещаются на сайте http://intsysjournal.org, и доступ к ним
бесплатный. Там же будут размещены аннотации всех публикуемых статей.

158



Подписано в печать: 13.03.2023
Дата выхода: 27.03.2023

Тираж: 200 зкз.
Цена свободная

Свидетельство о регистрации СМИ: ПИ № ФС77–58444 от 25 июня 2014 г.,
выдано Федеральной службой по надзору в сфере связи, информационных

технологий и массовых коммуникаций(Роскомнадзор).

159


