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Доказано, что любую булеву функцию можно реализовать k-
неизбыточной схемой из функциональных элементов в некото-
ром конечном полном базисе, допускающей k-диагностический тест
длины не более 2 при инверсных неисправностях на выходах эле-
ментов.
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1. Введение и основные результаты

Пусть S — схема из функциональных элементов в некотором базисе
B, реализующая произвольную булеву функцию f(x̃n), формально за-
висящую от переменных x1, x2, . . . , xn. Пусть на схему S действует ис-
точник неисправностей Oinv, вызывающий инверсные неисправности на
выходах функциональных элементов, т.е. на выходе любого функцио-
нального элемента схемы вместо реализуемой на его выходе функции
от его входов может реализовываться отрицание этой функции. Будем
использовать обозначения и определения в соответствии со статьей [1].
Если на схему действует источник неисправностей, вызывающий инверс-
ную неисправность на выходе не более чем k функциональных элемен-
тов, назовем его Oinv

k . Обозначим через W (S) множество всех попар-
но неравных функций, каждая из которых может быть реализована
схемой S после поломки элементов, вызванной воздействием на схему
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источником неисправностей Oinv
k . Схема S называется k-неизбыточной

тогда и только тогда, когда для любой функции g(x̃n) ∈ W (S) спра-
ведливо соотношение f(x̃n) 6= g(x̃n). Назовём проверяющий (диагно-
стический) тест k-проверяющим (k-диагностическим), если в схеме мо-
гут быть неисправны не более k элементов. Аналогично [1] определя-
ются функции Шеннона длины k-проверяющего теста Ldetect(Oinv

k , n) и
k-диагностического теста Ldiagn(Oinv

k , n). Пусть B0 = {x&y, x ∨ y, x̄},
B1 = {x&y, x ⊕ y, 1}, B′ = {x&y&z, x ⊕ y, 1}, B∞1 = {x⊕ y, 1} ∪⋃
i≥2
{x1x2 . . . xi}. Приведем обзор оценок функций Шеннона длины теста

относительно инверсных неисправностей на выходах элементов в СФЭ
(оценки справедливы при всех n ∈ N). С. В. Коваценко [2] доказано,
что Ldetect

B1
(Oinv

1 , n) = 1, Ldiagn
B1

(Oinv
1 , n) ≤ n + 1, Ldiagn

B1
(Oinv, n) ≤ 2n−2.

Н.П. Редькиным [3] для произвольного полного конечного базиса B уста-
новлено: Ldetect

B (Oinv
1 , n) ≤ 3. Д.С. Романовым (в [7] – в соавторстве в

Е.Ю. Романовой) доказано: существует конечный полный базис B̂, в ко-
тором Ldetect

B̂
(Oinv, n) ≤ 4 [4], Ldiagn

B1
(Oinv

1 , n) = 1 [5], Ldiagn
B0 (Oinv

1 , n) = 2 [6],
в [7] доказано, что для любой булевой функции существует неизбыточ-
ная схема в базисе B∞1 , допускающая полный диагностический тест дли-
ны 1 относительно Oinv. К.А. Попковым [8] доказано, что для любой
булевой функции существует неизбыточная схема в базисе B′, допуска-
ющая полный диагностический тест длины 2 относительно Oinv. В [9]
К.А. Попков установил, что Ldiagn

B1
(IOinv

1 , n) ≤ 3. В предыдущей работе
авторов [1] было доказано, что в произвольном полном базисе B имеет
место неравенство Ldiagn

B (Oinv
1 , n) ≤ 4.

Выберем произвольный полный базис B и число k ∈ N. Определим
базис B′k = B ∪ {ϕ(y1, . . . , yk+4), ψ (y1, . . . , y3k+3)}, где ϕ(y1, . . . , yk+4) =
y1⊕ ((y1∨y4∨ . . .∨yk+4)(ȳ1∨ ȳ4∨ . . .∨ ȳk+4)∨ (y2⊕y3)), ψ (y1, . . . , y3k+3) =
y1(ȳ2k+3 ∨ . . . ∨ ȳ3k+3) ⊕ H(y2, . . . , y2k+2), а H(z1, . . . , z2k+1) — функция
голосования, т.е. дизъюнкция всех монотонных конъюнкций ранга k+ 1
от 2k + 1 переменных. Заметим, что ϕ(x1, a, a, x1, . . . , x1) = x1, а если на
любое количество входов элемента ϕ с четвертого по последний подать
x̄1 и/или если на второй и третий вход подать разные значения, то на
выходе будет x̄1. Аналогично ψ(x1, a, . . . , a, x1, . . . , x1) = a (a подается на
входы со второго по 2k+2), и если на любое количество входов элемента
ψ с 2k + 3 по последний подать x̄1, то на выходе будет a⊕ x1.

Теорема 1. При всяких k, n ∈ N для СФЭ в базисе B′k имеет место
неравенство Ldiagn

B′
k

(Oinv
k , n) ≤ 2.

Доказательство. Если f – тождественная функция, то она может быть
реализована без элементов и диагностический тест будет иметь длину 0.
Пусть f(x1, . . . , xn) – не тождественная функция. Реализуем функцию f



произвольной схемой в базисе B 2k+1 раз: Σ1, . . . ,Σ2k+1. Пусть в каждой
такой схеме l элементов. Пронумеруем все элементы каждой схемы оди-
наково по неубыванию глубины и обозначим через σi,j i-ый элемент j-ой
схемы. Построим 2kl слоев с k+1 элементами ϕ в каждом слое. В первом
слое каждому элементу на все входы, начиная с 4-го, подадим x1. В слое
j + 2k(i − 1) на 1-й вход каждого элемента ϕ подадим x1, на 2-й и 3-й
входы – выходы элементов σi,j и σi,j+1, i = 1, l, j = 1, 2k. На остальные
k + 1 входов каждого элемента ϕ не первого слоя подадим выходы всех
элементов предыдущего слоя. Добавим выходной элемент ψ, на первый
вход которого подан x1, на входы со второго по 2k + 2 – выходы схем
Σ1, . . . ,Σ2k+1, а на входы с 2k + 3 по 3k + 3 – выходы всех элементов ϕ
последнего слоя. При отсутствии неисправностей на выходе элемента ψ
построенная схема Sf реализует функцию f . Выясним, какие функции
могут реализовываться при не более чем k инверсных неисправностях на
выходах элементов Sf . Очевидно, что хотя бы k+1 из схем Σ1, . . . ,Σ2k+1

не будут содержать поломок и реализуют на выходе функцию f . Пусть
сломалось какое-то количество k1 элементов σi,j1 , . . . , σi,jk1 при мини-
мально возможном i (1 ≤ k1 ≤ k). Тогда существуют два элемента σi,m,
σi,m+1 (выберем m минимально возможным) с разными значениями на
выходах на любом входном наборе, так что в слоеm+2k(i−1) на все эле-
менты ϕ на 2-й и 3-й входы будут поданы разные значения и на выходе
каждого элемента должна реализовываться функция x̄1. Заметим, что
при поломке элемента ϕ, на входы которого были поданы неисправные
значения (x̄1 на любой из входов, начиная с четвертого, или различные
значения на второй и третий вход), на выходе будет функция x1, но так
как неисправностей может быть не больше чем k, все элементы ϕ одного
слоя не могут сломаться одновременно, и у хотя бы одного элемента ϕ
из этого слоя на выходе будет реализована функция x̄1, а это – сигнал об
обнаружении неисправности. Информация об обнаружении неисправно-
сти будет надежно передаваться, начиная с некоторого слоя элементов
ϕ, от слоя к слою. При поломке любого элемента, кроме ψ, на вход эле-
мента ψ на входы со второго по 2k+ 2 придет не менее k+ 1 значения f ,
а на входы с 2k+ 3 по 3k+ 3 как минимум один x̄1, и на выходе Sf будет
реализована функция f⊕x1. В случае поломки элемента ψ на выходе Sf
будет реализована функция f ⊕ x1 или f , если это единственная полом-
ка во всей схеме. Итого, всего, кроме f , есть три возможные функции
неисправности: f ⊕ x1, f ⊕ x1, f . Любое множество из 2 наборов, один
из которых имеет 0, а второй 1 в своей первой компоненте, является
k-диагностическим тестом. Теорема доказана.
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Multiple fault k-diagnostic test sets for inverse faults of gates
Liubich I.G., Romanov D.S.

It is proved that any Boolean function can be realized by a
k-irredundant Boolean circuit over an special finite complete basis
such that the circuit admits a multiple fault k-diagnostic test set of
cardinality at most 2 under inverse faults at outputs of gates.

Keywords: Boolean circuit, test set, inverse fault at output of
gate, Shannon function.
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