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Целью настоящей работы является изучение замкнутых клас-
сов в функциональной системе рациональных функций с рацио-
нальными коэффициентами, которые играют ключевую роль при
решении проблемы полноты.
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Этот доклад можно считать продолжением моих докладов, представ-
ленных на XIX Международной конференции «Алгебра, теория чисел,
дискретная геометрия ... » [1] и на Международной конференции «Маль-
цевские чтения» [2].

При изложении материала мы используем стандартную терминоло-
гию теории функциональных систем из книг [3] и [4].

Введем несколько стандартных обозначений:
N — множества всех натуральных чисел (включая 0),
Q — множества всех рациональных чисел,
c0 — мощность счетного множества,
c — мощность континуум.
Для удобства изложения полагаем, что 00 = 1.
Основной проблемой теории функциональных систем (ф.с.) является

проблема полноты, состоящая в описании всех подмножеств A мно-
жества функций F , которые являются полными в ф.с. F = (F,O).

Как известно, изучение проблемы полноты осуществлялось путем ис-
следования конкретных функциональных систем: функциональная си-
стема булевых функций [4], k-значные логики [3], функциональные си-
стемы автоматных функций [5], [6]. В этих ф.с. решение проблемы пол-
ноты было сведено к описанию всех предполных классов (максимальных
подалгебр). Метод решения проблемы полноты в терминах предполных
классов стал после этого одним из основных.

Определим функциональную систему рациональных функций с ра-
циональными коэффициентами.
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Функция вида

f(x1, . . . , xn) =
g(x1, . . . , xn)

h(x1, . . . , xn)
,

где g(x1, . . . , xn) и h(x1, . . . , xn) 6≡ 0 — полиномы с рациональными коэф-
фициентами, называется рациональной функцией с рациональными ко-
эффициентами.

Рациональные функции с рациональными коэффициентами будем
называть также rq−функциями. Обозначим через FRQ множество всех
рациональных функций с рациональными коэффициентами.

Функциональная система рациональных функций с рациональными
коэффициентами FRQ – это пара FRQ = (FRQ, O), где FRQ – множе-
ство всех рациональных функций с рациональными коэффициентами, а
O – множество операции суперпозиции. Операции суперпозиции включа-
ют в себя: перестановку переменных ; переименования переменных (без
отождествления); отождествления переменных ; введение фиктивной
переменной; удаление фиктивной переменной; подстановку одной функ-
ции в другую.

Следует отметить, что это определение функциональной системы
FRQ = (FRQ, O) корректное, так как любая суперпозиция функций из
FRQ является опять функцией из FRQ.

Следующие две теоремы дают исчерпывающий ответ о структуре и
числе конечных замкнутых классов в ф.с. FRQ.

Теорема 1. В ф.с. FRQ существуют только следующие конечные за-
мкнутые классы:

i) C, где C - произвольное конечное подмножество множества Q;
ii) I1 = {x}, I2 = {x;−x};
iii) C ∪ I1, {±c1, · · · ,±ck}∪ I2, где ±c1, · · · ,±ck ∈ Q, а C, I1 и I2 опре-

деляются соответственно в предыдущих пунктах.

Теорема 2. В функциональной системе FRQ

i) число всех конечных замкнутых классов равно c0;
ii) число всех бесконечных замкнутых классов равно c;
iii) число всех замкнутых классов равно c.

А следующие две теоремы о базисах замкнутых классов в ф.с. FRQ.

Теорема 3. В функциональной системе FRQ

i) существует замкнутый класс, имеющий конечный базис;
ii) существует замкнутый класс, имеющий бесконечный базис;
iii) существует замкнутый класс, не имеющий базиса.

Чтобы убедиться в этом, достаточно привести примеры соответству-
ющих замкнутых классов.



Пример 1. Базисом замкнутого класса A = {2x, 4x, 8x, ..., 2nx, ...} яв-
ляется конечная система B = {2x}.

Пример 2. Базисом замкнутого класса A = {x, 2x, 3x, ...,mx, ...} яв-
ляется бесконечная система B = {x, 2x, 3x, 5x, ..., px, ...}, где p – любое
простое число.

Пример 3. Замкнутый класс A = [T ], где T = {1, x21, x21x22, x21x22x23, ...}
не имеет базиса.

Теорема 4. В функциональной системе FRQ

i) число замкнутых классов, имеющих конечный базис, равно c0;
ii) число замкнутых классов, имеющих бесконечный базис, равно c;
iii) число всех замкнутых классов, не имеющих базиса, равно c.

И, наконец, рассмотрим некоторые конкретные конечные замкнутые
классы в ф.с. FRQ, которые играют ключевую роль при решении про-
блемы полноты, так как они являются предполными классами.

Пусть A – произвольное подмножество множества Q. Обозначим че-
рез U(A) множество всех таких функций f(x1, x2, ..., xn) из FRQ, что
f(c1, c2, ..., cn) ∈ A, если c1, c2, ..., cn ∈ A. В этом случае f(x1, x2, ..., xn)
называется функцией, сохраняющей множество A, а U(A) – классом,
сохраняющим множество A.

На интересующий нас вопрос – является ли предполным классом
класс всех rq-функций, сохраняющих конечное множество констант, от-
вет дает следующая теорема.

Теорема 5. Если A – произвольное конечное подмножество множе-
ства Q, то класс U(A) является предполным классом в ф.с. FRQ.
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Closed classes in the functional system of rational functions with
rational coefficients
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We study closed classes of the functional system of rational
functions with rational coefficients that play the key role in deciding
completeness.
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