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Разработан алгоритм обучения для задачи позиционирования
систем с дискретным управлением, основанный на методе обобще-
ния проб и ошибок, сохраняющихся в базе данных, с помощью гло-
бальной интерполяции и градиентного спуска. Оптимизация алго-
ритма производится по критерию сокращения времени обучения
(числа попыток). Алгоритм был протестирован на симуляторе для
моделей систем, действующих на плоскости, двух разных типов:
для мобильного робота с двумя ведущими гусеницами и для от-
крытой кинематической цепи с вращательными и призматически-
ми сочленениями.
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бот, интерполяция, аппроксимация.

Система работает в дискретном времени t. В каждый момент вре-
мени система находится в одном из своих состояний:

s(t) = (x(t), ẋ(t))

Состояние системы можно разбить на две составляющие: статическое
состояние x(t), известно с достаточной точностью, и динамическое со-
стояние ẋ(t) – неизвестно.

В качестве наглядного изображения системы с дискретным управле-
нием рассматриваем модели роботов разных конструкций, оперирующих
на плоскости (x, y).

Статическое состояние системы может быть описано позиция-
ми n точек на плоскости x(t)=(x1, y1, x2, y2, . . ., xn, yn) и их массами
m=(m1, . . .,mn),mk=const, k=1, n. Кроме того, в системе имеются при-
воды, которые действуют на точки системы и обеспечивают изменение
состояния системы во времени – движения системы. В позициях (n−1)
точек системы закреплены по два привода, назовём эти точки сочлене-
ниями, а соответствующие сочленению два привода – парой приводов-
антагонистов сочленения. Оставшаяся одна точка будет той, которой
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нужно научиться управлять, она не имеет приводов, назовём её особой
точкой робота (например, представляет собой центр захвата манипуля-
тора или центр мобильного робота). Таким образом, в системе имеется
m=2(n−1) приводов, ими можно управлять, (n − 1) сочленение с коор-
динатами ((x1, y1), (x2, y2), . . ., (xn−1, yn−1)) и особая точка (xn, yn).

На каждый привод независимо можно подавать дискретное управле-
ние uk(t)∈{0, 1}, k=1,m, которое означает, действует ли привод или вы-
ключен в текущий момент. Существует специальный вход reset∈{0, 1},
который мгновенно возвращает систему в известное начальное положе-
ние (абсолютно точно) из любого её состояния. Тогда общее управление
системы записывается в виде:

u(t) = (u1(t), u2(t), . . ., um(t), reset) ∈ {0, 1}m+1

Динамическое состояние системы – это скорости n точек системы
ẋ(t), которые слагаются из нескольких составляющих: усилий приводов
и остальных сил, действующих на робота, таких как инерция, кориоли-
совы/центростремительные силы, гравитация и другие вне-модельные
силы.

Пробой, попыткой, полным действием или эпизодом обучения будет
фиксирование наблюдаемых состояний системы s(t) в заданный проме-
жуток времени t0 < t < t1 от известного начального состояния s0 в неко-
торое конечное s(t1) = (x(t1), 0), при чём конечное состояние должно
быть с нулевой динамической частью, т.е. установившимся (после конца
эпизода предполагается использовать кнопку reset).

Данные эпизода формируют одну запись в базе данных — t0 < t < t1
1. управление u(t)
2. траектория движения особой точки системы x(t)
3. смещения сочленений q(t)
4. приближение динамики q̇‘(t), ẋ‘(t)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Итак, есть система

s(t) = (x(t), ˙x(t)), (s(t), u(t))→ s(t+1)

в каждый момент t на её входы подаются управляющие сигналы u(t), ко-
торые задаются бинарной кусочно-постоянной вектор-функцией, вклю-
чают приводы, которые изменяют состояние системы s(t). Частично
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определить характеристики состояния системы в каждый момент t мож-
но при помощи статической части – данных обратной связи x(t) – ве-
щественнозначной вектор-функции, представляющей собой координаты
точек в глобальной неподвижной системе отсчёта. Умышленно отказы-
ваемся от возможности аналитически построить точную или приближён-
ную физическую модель системы, полагаемся только на опыты и обрат-
ную связь – это принципиальное ограничение нашего исследования.

ЗАДАЧИ:
1. За минимальное время произвести ценные действия с помощью приво-
дов системы, отражающие возможности и принципы функционирования
этой системы. Получить управления, хорошо подходящие для обобщения
и предсказания поведения системы для решения поставленных задач.
В рамках задачи позиционирования: определить равномерную плотную
решётку целевых точек, получить за минимальное время множество дви-
жений робота, покрывающих конечными установившимися положения-
ми особой точки системы все целевые точки из начального положения с
нужной точностью, отразить накопленный опыт в базе данных движений
наиболее полным образом.

2. Выработать подход на основе интерполяции и градиентного спуска,
позволяющий системе с накопленной базой действий производить но-
вые действия, помещающие конечное положение особой точки системы
в недостигнутые ранее цели с заданной точностью в области рабочего
пространства, плотно исследованной на прошлом этапе. Получить ап-
проксимацию функции, отображающую принцип функционирования си-
стемы с учётом неизвестной части состояния системы по сохранённым в
базе данных действиям.
В рамках задачи позиционирования: аппроксимацию функции обратной
кинематики с учётом неизвестной динамики.

3. Обеспечить в условиях изменяющегося динамического функциониро-
вания системы (подмены действующих сил) повторяемость с заданной
точностью ранее достигнутых целевых точек. В реальном времени обес-
печить коррекцию действия, минимизирующую конечное отклонение от
достигнутой ранее цели в плотно изученной области действия робота.
Разработать быстрый метод обновления аппроксимации при получении
новых данных, учитывающий уменьшение актуальности старого опыта.
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Обучение системы отрабатывается в виртуальной среде, для зада-
чи позиционирования роботов двух разных конструкций со своими осо-
бенностями. Эксперименты проводились с моделями реальных роботов с
количеством приводов m от 4 до 10. Число переключений активных при-
водов k в управлениях эпизодов обучения находилось в пределах 4-8, а
максимальная длительность эпизода N=10000 тактов. Попытки делаем
не очень длительные. Предполагаем, что если в u(t) общее число последо-
вательностей единиц не велико, не превышает натурального k (k << N),
перемещение особой точки получится не очень сложным1.

Рассмотрим свойства первой задачи исследования: самым дорогим
ресурсом при обучении робота является время реализации попытки, по-
пыток нужно делать минимальное число, но при этом они должны быть
максимально полезными для обучения. Это сделать сложно, потому что
в неизученной обасти результат попытки и вид получаемого действия
неизвестен.

Цели позиционирования при обучении на первом этапе выбираются
произвольным равномерным образом в интересующей области, в которой
будут ставиться задачи позиционирования при эксплуатации механизма.
Целевая точка является центром небольшой окрестности, в соответствии
с заданной наперёд точностью позиционирования, если конечное устано-
вившееся положение особой точки системы находится в этой окрестно-
сти, говорим, что робот попал в цель. Пробуя попадать в конкретные
цели, система в итоге учится попадать в любые точки.

Решением второй задачи данного исследования разработки алгорит-
ма обучения будут два метода аппроксимации: глобальная интерполяция
случайными функциями 2-функционала динамической части состояния
системы и приближение попытками к целевой точке от ближайшей из-
вестной в направлении градиента. С результатами экспериментов мож-
но ознакомиться в приведённых таблицах в конце данной работы.

Говорим, что система повторила действие, если конечное установив-
шееся положение особой точки системы оказалось в допустимой окрест-
ности целевой точки, вне зависимости от траектории, которую эта точка
реально описала.

Для третьей задачи исследования сформулируем математическое
представление изучаемых изменений и шумовых погрешностей в дина-
мическом состоянии системы при эксплуатации робота для обновления
алгоритма в будущем.

1Энерго-эффективные траектории – когда от положения покоя отклоняются толь-
ко те сочленения, которые нужны, чтобы попасть в цель
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МОДЕЛЬ РОБОТА МАНИПУЛЯТОРА

1. Особая точка – центр захвата манипулятора. Критерий достижения
цели – захват достиг цели (без учёта ориентации).
2. Привод – смыкающее либо размыкающие действие вращательного со-
членения или выдвигающее либо сдвигающее действие призматического
сочленения.
3. n = 3–5 точек системы с массами m1–mn, 2–4 сочленения, m = 4–8
приводов.

Модель движения идеализирована:
1. Без проскальзываний в сочленениях
2. Без упругих связок и звеньев
3. Без изгибания осей суставов
и т.д.

Будем рассматривать плоские манипуляторы, т.е. захват может дви-
гаться только на плоскости (x, y).

Рис. 1. Модель манипулятора
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ОСОБЕННОСТИ КИНЕМАТИКИ МАНИПУЛЯТОРОВ
Кинематика – геометрия движения, ветвь классической механики,

описывает движение точек, тел и систем тел без рассмотрения причин
их движения. В области кинематики роботов изучают взаимосвязь меж-
ду конфигурациями сочленений q и точками декартового оперативного
(рабочего) пространства x, пространства захвата, его возможные поло-
жения и ориентации. Пространство сочленений q = (q1, . . ., qn) – набор
смещений в сочленениях различной структуры.

q ∈ Sq,

где Sq – разрешённые конфигурации, в реальных манипуляторах допус-
каются не все положения суставов, в механизме твёрдые элементы не
могут проходить сквозь друг друга.

Рис. 2. Определение внутренних координат сочленений

Рассмотрим рисунок 2, начало координат рабочего пространства ро-
бота расположено в первом подвижном сочленении у основания кине-
тической цепи, углы вычисляются против часовой стрелки, начиная от
условного продолжения предыдущего звена, а самый первый угол – на-
чиная от оси x глобальных координат.

Задача прямой кинематики: при заданных положениях сочленений q
определить положение центра захвата x в рабочем пространстве.

x = T q (1)

Общая матрица прямого преобразования T из q в x имеет вид:
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, (2)

где n1R – матрица вращения (2×2, а в 3D-пространстве 3×3), задаёт ори-
ентацию координат при переходе между системами отсчёта ближайших
сочленений, здесь все повороты от захвата qn к базе q1, n1P – столбец
переноса положения начала системы отсчёта следующего сочленения от-
носительно предыдущего, в нашем случае, учтены все смещения сочле-
нений. Данный столбец даёт нам в общем виде формулы перевода из
координат сочленений манипулятора в глобальные координаты положе-
ния захвата:

n
1P = fn(l, θ) =




∑n−1
i=1 li+1cos(

∑i
j=1 θj)∑n−1

i=1 li+1sin(
∑i

j=1 θj)∑n
i=1 θi




−x
−y

−ориентация
(3)

Параметры:
1. Углы θ = (θ1, . . . , θn) – поворотные соединения в порядке от основа-
ния к захвату (не все сочленения могут быть поворотными). θ1 – ори-
ентация сочленения у основания, θn – ориентация захвата. Углы могут
иметь строгие ограничения – Θk1 < θk <= Θk2, диапазон измерения.
2. Длины = (lk1 , . . . , lkz) – некоторые сочленения могут быть призмати-
ческими и менять свою длину lk в диапазоне от lk1 до lk2.

Если функция fn(l, θ) даёт положение захвата и его ориентацию в
глобальных координатах, то функции f i(l, θ), i = 1, n – положения про-
межуточных i-х точек-сочленений в глобальных координатах.

Т.е. формулы fn(l, θ) достаточно, чтобы управлять захватом мани-
пулятора относительно координат сочленений. На практике обычно це-
ли манипуляторам ставятся в оперативном пространстве, в координатах
положения захвата. В этом случае приходится решать более сложную
задачу обратной кинематики манипулятора.

ОБРАТНАЯ КИНЕМАТИКА МАНИПУЛЯТОРОВ
Обратное отображение – это отображение из пространства сочлене-

ний в рабочее пространство робота:

q = f−1(x)
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Решения обратной кинематики:
1. Аналитические методы — решение, полученное напрямую в виде урав-
нения, предпочтительнее, но в общем виде неразрешимо для достаточно
сложных реально существующих механизмов
2. Численные методы — сложно-вычислимы, неточны, являются прибли-
жениями, но это единственный практичный вариант решения в общем
случае.

Распространённые методы численных решений обратной кинематики ма-
нипулятора:
1. Циклический координатный спуск (CCD – Cyclic Coordinate Descent)
2. Псевдо-обратный расширенный Якобиан

Якобиан или Матрица Якоби - инструмент, который широко исполь-
зуется в робототехнике и теории управления, определяет динамические
отношения между двумя различными представлениями системы.

ẋ = Ṫ (q) q̇, ẋ = J q̇, J = Ṫ ,

Якобиан является матрицей частных производных, позволяет рас-
считывать управление в силах (крутящих моментах) для обеспечения
необходимых положения и скорости захвата. Может связывать не толь-
ко скорости, но и ускорения

ẍ = ˙J(q) q̇ + J(q)q̈

Обратный Якобиан определяет изменения в q относительно x:

q̇ = J−1ẋ

Манипулятор с пространством сочленений q, рабочим пространством
x, кинематическим отображением f : q → x кинематически избыточен,
если dim q > dim x. Существует много путей в пространстве сочленений,
соответствующих одному пути захвата в рабочем пространстве.
dim q - размерность пространства сочленений, каждое сочленение плос-
кого робота добавляет 1 размерность.
dim x - размерность рабочего пространства, позиция и ориентация=2+1

Почти все реальные роботы манипуляторы кинематически избыточ-
ны - имеют большее количество сочленений, чем минимально требует-
ся для выполнения их задач. Данное свойство вызывает проблемы при
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выводе функции управления роботом - обратной кинематики, которая
приобретает строгие ограничения применимости и неизбежно включает
в себя кинематические особенности, а выполняемые траектории стано-
вятся «неповторяемы».

Точка называется кинематической особенностью робота, если Яко-
биан в ней имеет не полный ранг: rang J < min(dim q, dim r). Когда
конфигурация манипулятора близка к кинематической особенности, для
умеренных скоростей захвата требуются очень большие скорости соеди-
нений. Таким образом, нужно определять траектории для сочленений,
избегающие с достаточным запасом особенностей.

Если пространство сочленений избыточно по сравнению с простран-
ством захвата, т.е. система переопределена или слабо обусловлена, то
Якобиан не является квадратной матрицей, не имеет обратной матрицы.
Нет гарантий, что Якобиан обратим, вместо обратного Якобиана необ-
ходимо взять псевдо-обратный.

J+ = (JTJ)
−1
JT

JTJ по определению квадратный, т.е., возможно, обратимый.
Если Якобиан – это линейное приближение задачи, а псевдо-

обратный Якобиан – приближение решения неразрешимой задачи, т.е.
приближение приближения, почему же просто не использовать JT , ко-
торый легко вычислять, для нахождения смещения q̇? Потому что ис-
пользование J+ ускоряет сходимость к цели.

Виртуальными перемещениями стремимся к правильному решению,
совершая небольшие шаги, в сторону минимизации ошибки:

Error = |(I − J+J)ẋ|
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КОНКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ ПЛОСКОГО МАНИПУЛЯТОРА
В модели руки, которую мы моделируем и тестируем есть максимум 4 со-
членения: призматическое и три вращательных сочленения, обозначим:

q = (q1, q2, q3, q4) = (φ, ψ, θ, l3)

Сочленения манипулятора имеют ограничения:

l0 ≈ 0.07 −58◦ ≤ ϕ ≤ 47◦

l1 ≈ 0.9575 56◦ ≤ ψ ≤ 191◦

l2 ≈ 0.8846 −45◦ ≤ θ ≤ 55◦

l3 ≈ 0÷ 0.4

Возможность отключать и подключать сочленения и приводы позволит
нам более фактурно рассмотреть данную проблему обучения. Можно
записать матрицы перехода к локальным координатам сочленений:

A1=




1 0 l3
0 1 0
0 0 1


−ключица

A2=




cφ −sφ l2cφ
sφ cφ l2sφ
0 0 1


−плечо

A2=




c −sψ l1c
s c l1s
0 0 1


−локоть

A2=




cθ −sθ l0cθ
sθ cθ l0sθ
0 0 1


−запястье

Матрица прямого преобразования 2 – перевод точки из координат со-
членений q в координаты захвата x:

T = A1A2A3A4

T =




cφψθ −sφψθ l0cφψθ + l1cφψ + l2cφ + l3
sφψθ cφψθ l0sφψθ + l1sφψ + l2sφ

0 0 1




2Сокращённые обозначения: cφ = cosφ; sφ = sinφ; cφψ = cos (φ+ ψ);
sφψ = sin (φ+ ψ); cφψθ = cos (φ+ ψ + θ); sφψθ = sin (φ+ ψ + θ)
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ВЕЗДЕХОД С ДВУМЯ ГУСЕНИЦАМИ

1. Особая точка — центр мобильного робота.
2. Привод — вращение гусеницы либо вперёд, либо назад.
3. n=3 точки, 2 сочленения, m=4 привода.

Модель движения идеализирована:
1. Без проскальзывания приводов
2. Без изгибания осей приводов
3. Приводы не сжимаются
и т.д.

Не важно, колёса или гусеницы, главное, чтобы их можно вращать
в обе стороны. Для устойчивости может быть добавлено несколько пас-
сивных поддерживающих колёс.

Избыточность мобильного робота проявляется наиболее явно, кроме
того, что есть бесконечное число траекторий проезда до целевой точки,
находясь центром в целевой точке, приводы робота могут находиться в
любом положении.

Рис. 3. Модель мобильного робота

КИНЕМАТИКА МОБИЛЬНОГО РОБОТА
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VL = +k,
VR = 0

VL = +k,
VR = +k′

VL = +k,
VR = +k

VL = +k,
VR = −k

кружится
вокруг
сочленения

кружится вокруг
внешней точки

едет прямо кружится во-
круг центра

Кинематика мобильных роботов вычисляется от скорости и позиции
робота. Влияние каждой гусеницы на скорость робота рассматривается
отдельно. Поворот робота осуществляется с помощью разности управля-
ющих воздействий. Преобразование усилия приводов в движение:

∆x =
v

ω
sin(ωt); ∆y =

−v
ω

cos(ωt) +
v

ω

∆θ =
(VL − VR)t

d

ОБРАТНАЯ КИНЕМАТИКА МОБИЛЬНОГО РОБОТА
В данном конкретном случае получить аналитически обратную ки-

нематику просто. Управление задаём в терминах углов вращения колёс:
VL=Φ̇L r и VR=Φ̇R r.

(ẋ, ẏ, θ̇) =

(
Φ̇Lr + Φ̇Rr

2
, 0 ,

Φ̇Lr − Φ̇Rr

2

)
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ГОЛОНОМНАЯ КИНЕМАТИКА СИСТЕМЫ
В то время, как положение захвата манипулятора однозначно опре-

деляется углами сочленений, которые доступны в реальном времени, у
мобильного робота значения датчиков просто возвращают обороты ко-
лёс, они должны быть интегрированы вместе со временем, что является
источником большой неопределенности.

Кинематика робота голономная, если замкнутые траектории в про-
странстве сочленений q переводятся в замкнутые траектории в рабочем
пространстве x.

Кинематика неголономная система, если замкнутые траектории в
конфигурационном пространстве q могут не возвращать робота в на-
чальное положение в рабочем пространстве x.

Манипулятор голономен, т.к. каждое положение сочленения соответ-
ствует единственному местоположению в пространстве. Мобильный ро-
бот, движущийся по рельсам тоже голономен.

Машинка или мобильный робот с гусеницами, которые могут вра-
щаться с разной скоростью (differential-wheel robot) — неголономная си-
стема, потому что возвращение такого робота в начальное положение
требует не только перемотки гусениц на нужное число оборотов назад,
но ещё и правильного соотношения скоростей на них.

Рис. 4. Неголономная кинематика мобильного робота
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На рисунке 5 показано, что мобильный робот сначала движется по
прямой линии (обе гусеницы проворачиваются одинаковое число раз в
секунду). Затем левая гусеница остаётся неподвижной, и только правая
вращается вперёд. Потом только левая гусеница вращается назад. Нако-
нец, правая гусеница вращается назад, приводя систему в изначальное
состояние, но мобильный робот не вернулся к началу в координатах x.

Выполняя те же команды, на рисунке 5 видно, манипулятор с двумя
вращательными сочленениями возвращается в исходное состояние.

Голономность или неголономность кинематики системы не должна
влиять на качество работы алгоритма обучения и позиционирования. В
том числе и эту зависимость предстоит изучить алгоритму.

КООРДИНАТЫ СОЧЛЕНЕНИЯ И ПРИВОДА В МОДЕЛИ
Состояние системы s(t) = (x(t), ˙x(t)) задано в неподвижных коорди-

натах рабочего пространства робота. Для робота это пространство яв-
ляется вычислимым, но не является непосредственно измеряемым. До-
ступные датчики, установленные в сочленениях, возвращают состояние
приводов в локальных системах координат их сочленений. Информация
с датчиков достаточно дискретизирована и точна. Функция вычисления
статического состояния системы x хорошо изучена [3],[4],[5] по данным
датчиков q (прямая кинематика) — простая и точная и не имеет особен-
ностей:

f : q(t)→ x(t)

Обратная связь при управлении роботом может быть представлена в
обоих этих пространствах q и x. Если представление x понятно и есте-
ственно, необходимо рассмотреть, что представляет из себя пространство
q:

q(t) = ( q1(t), . . ., qn−1(t) )

где qk(t) - это положения сочленений, они могут быть выражены в метрах
или градусах поворота, в зависимости от сочленения.

Хоть конкретный график изменения положения сочленения во вре-
мени неизвестен, но можно предположить примерную функцию рабо-
ты пары приводов-антагонистов сочленения. Самое основное - функция
каждого привода гладкая, всюду существует первая и вторая производ-
ные, хотя, возможно, как мы покажем ниже, производные слева и справа
могут не совпадать.
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Более того, первый привод из пары имеет неубывающую функцию
Qk1(t) в пространстве q, а второй — невозрастающую Qk2(t).

Рис. 5. Полное раскрытие и смыкание сочленения робота-манипулятора,
показана функция действия приводов-антагонистов сочленения.

Тогда

q̇(t) = (q̇1(t), . . . , ˙qn−1(t)),

где q̇(t) – это величины изменений положений каждого сочленения в
заданный момент времени в локальных координатах соответствующего
сочленения.

Влияния в каждый момент времени обоих приводов накладываются
и общее смещение сочленения вычисляется

qk(t)=qk(t−1) + Q̇k1(t)+Q̇k2(t), (4)

при этом за счёт возрастания одного и убывания второго, смещения при-
водов будут взаимообратными.

q̇k(t)=Q̇k1(t)+Q̇k2(t) (5)

Вообще говоря, величина смещения привода в одном направлении
необязательно конечна. На рисунке показано, как себя ведут приводы в
модели мобильного робота:

Можно видеть, что хотя на отметке Qmax гусеница вернулась в по-
ложение, с которого начиналось движение, смещение привода вперёд, а
вместе с ним всего объекта, может продолжаться, что будет приводить
к увеличению смещения в пространстве x. Можно бесконечно приме-
нять усилие в одном направлении (раскручивать колесо) и продолжать
движение: будь то кружиться на одном месте или двигаться, пока не
произойдёт столкновение с объектом среды. Величина смещения внутри
одного привода в мобильном роботе неограничена.
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Рис. 6. Величина смещения от времени в приводах мобильного робота.

На том же рисунке 7 демонстрируется зависимость величины прой-
денного пути во времени для обоих приводов антагонистов, начинаем
двигаться со скоростью vk=Q̇k1(t)=Q̇k2(t), затем ускоряемся до скорости
2×v, замедляемся до скорости v/2, и в конце стабилизируем скорость на
начальном уровне v.

Для робота манипулятора можно допустить, что сочленения прокру-
чиваются целиком на 360◦, не задевая звенья опоры, т.е. если устроены
так, что в них нет конструктивных ограничителей.

В нашей модели манипулятора величина смещения внутри его приво-
дов ограничена 0 ≤ qk ≤ Qkmax (см. рис. 6), т.е. робот может раскрывать
и смыкать сустав до каких-то пределов с обоих сторон. Это условие обоб-
щает алгоритм обучения, мы стараемся в нём учесть разное поведение,
которое может быть свойственно различным реальным системам.

По причине отсутствия информации о процессах, происходящих в
приводах и сочленениях, нельзя полагаться на идентичность протека-
ния процесса от попытки к попытке, от чего отсутствует повторяемость
результата действия. Кроме того, во время движения на систему кроме
усилий приводов действуют и другие силы, что нужно учитывать при
генерации управления. Для симуляции такого поведения модели в внут-
реннюю функцию динамики системы будут введены случайные откло-
нения, научиться обрабатывать которые и есть конечная цель данного
исследования.

Любое движение является в принципе обратимым, т.к. у каждого
привода есть антагонист, смещающий qk в противоположную сторону.
Но обратное действие привода не гарантирует возвращения в изначаль-
ную точку. Теперь становится ясна причина наличия кнопки reset, она
позволяет начинать любое действие с известного состояния системы.
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ПРОЦЕССЫ В ПРИВОДАХ ПРИ УПРАВЛЕНИИ
При задании действия в эпизоде варьировать можно только вре-

мя пуска привода относительно остальных, длительность активно-
сти каждого привода uk(t) (см. рис. 8). Длительность определяет на
величину пройденного пути qk(t) сочленением.

Рис. 7. Управление траекторией движения особой точки.

При работе приводы будут действовать по своим внутренним зако-
нам. Поскольку активация привода — не мгновенный процесс, существу-
ют влияния инерции и иных сил на механизм системы, то для того, чтобы
произошло видимое изменение известной части состояния системы x(t)
в виде сдвигов точек системы, приводы должны быть активны в течение
нескольких тактов времени подряд. Отбрасывая управляющие сигналы
приводов, фактически не меняющие состояние системы, управление u(t)
эпизода обучения можно представить, как кусочно-постоянную дискрет-
ную вектор-функцию, или как разряжённую матрицу размера N×m с
несколькими последовательностями подряд идущих единиц в столбцах,
гдеm столбцов - число приводов, а N строк - максимальное число тактов
для эпизода, (t1 − t0) < N , где t0 – начало эпизода, а t1 – конец эпизода.
Траектория движения особой точки системы в течении эпизода есть
положения n-й точки в каждый такт времени:

qn(t0, t1) = {qn(t0), qn(t0 + 1), . . . , qn(ti), . . . , qn(t1)} , (6)

t0 < ti < t1
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ФУНКЦИЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ СОЧЛЕНЕНИЯ
Используя (4) и (5) запишем в пространстве q формулу перемещения

k-го сочленения в момент t, начиная эпизод с момента t0:

qk(t) = qk(t0)+
t∑

t=t0

q̇k(t) = qk(t0)+
t∑

t=t0

(
˙Qk1(t) + ˙Qk2(t)

)

Усилие привода — одна из неизвестных функций, задаёт законы внут-
реннего функционирования системы, напрямую ей управлять нельзя.
Обозначим смещение по усилию привода Fkz = Fkz(q̇k(t−1)), k=1, n−1,
z=1, 2. Усилие действует, когда управление ukz(t)=1 и зависит от ско-
рости своего сочленения q̇k(t−1) в предыдущий момент времени. Тогда
общий прирост смещения внутри привода за такт есть:

˙Qkz(t) = (−1)z
[
ukz(t) Fkz(q̇k(t−1)) + Ikz(q̇k(t−1))

]

где Fkz≥0 — смещение по усилию (Force) привода, передаваемое связан-
ным точкам системы, Ikz≥0 — смещение, вызванное инерцией (Inertia)
после придания скорости.

Пример, как может выглядеть функция усилия:

Fkz = q̇k(t−1) + V,

где V=const.
Пример, как могут выглядеть функции инерции:

Ikz =
q̇k(t−1)
∑k

j=1mj

– для манипулятора, и

Ikz =
q̇k(t−1)

mk+mn

– для вездехода, где mj=const, j=1, n.

ВЗАИМНЫЕ ВЛИЯНИЯ ПРИВОДОВ И СОЧЛЕНЕНИЙ
Как уже было сказано, любое движение имеет обратное, т.к. у каждо-

го привода есть антагонист, смещающий qk в противоположную сторону.
В силу того, что разные по направлению силы могут быть активны одно-
временно, если они сравняются по модулю, то они будут компенсировать
усилия друг друга, плотно фиксируя сочленение.
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В чем смысл отдельно выделять по сути два одинаковых состояния:
состояние покоя сочленения, когда на её приводы-антагонисты не по-
даётся никакое управление u(0, 0), и состояние взаимной блокировки
u(1, 1), когда на оба привода подаётся сигнал выработки усилия, если
в обоих состояниях сочленение не движется?

В случае, когда на это сочленение не действуют и приводы иных
сочленений, действительно, разницы нет. Но если рассмотреть случай,
показанный на рисунке 9:

Рис. 8. (а) состояние покоя и (b) состояние взаимоблокировки локтя руки
робота

Можно видеть, что в результате движений получаются разные по-
ложения захвата. В случае (а) левой части рисунка захват не доходит
часть пути, относительно случая (b) в правой части. Пунктирные пози-
ции показывают какое расстояние последнее звено не дошло – в нашей
модели оно принято за половину.

Рис. 9. Взаимное влияние сочленений. Закономерность скоростей

Т.е. сила, с которой сочленение влияет на звено следующее, за тем,
которое связано непосредствено с этим сочленением, равна половине от
исходной силы и противоположна по направлению. Сила, с которой со-
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членение влияет на звено, через одно от непосредственно связанного с
данным сочленением равна четверти исходной силы в обратную сторону.
Рассмотрим рисунок 10, подаём управление на привод-смыкатель плеча,
плечо начинает движение, развивая скорость полного усилия, и этим со-
здаёт в покоящемся локте обратное усилие в половину величины, т.е. в
приводе-размыкателе локтя имеем скорость – V4=V1/2. Добавим новый
член в формулу усилия привода, который будет моделировать данное
свойство:

˜̇Qkz(t)=(−1)z


ukz(t) Fkz(q̇k(t−1))+Ikz(q̇k(t−1))+

n∑

p=0
p 6=k

q̇p(t−1)

(p−k)2




Ещё раз смотрим на рисунок 9, часть (b) – сочленение фиксировано
силами, не может свободно двигаться, таким образом, плечо перемеща-
ет всю руку, как единое звено. А в части (a), наоборот, в покоящемся
сочленении есть свобода и неприкреплённый конец пытается сохранить
своё положение при движении плеча, локоть раскрывается в противопо-
ложную сторону от движения плеча, вместо всего пути последнее звено
проходит только половину.

Аналогичное эффект можно смоделировать для вездехода, рис. 11.

Рис. 10. (a) состояние покоя и (b) состояние взаимоблокировки левой
гусеницы вездехода
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МОДЕЛЬ ОЖИДАЕМЫХ ИЗМЕНЕНИЙ В ДИНАМИЧЕ-
СКОМ СОСТОЯНИИ СИСТЕМЫ ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ
ПОСЛЕ ОБУЧЕНИЯ

Допустим, что система обучена в предположительно статических
условиях и теперь занимается решением ставящихся перед ней задач. В
процессе работы механизма в среде функционирования могут происхо-
дить изменения условий наблюдаемые (перемещение в новое помещение,
установка под углом, навешивание груза) и ненаблюдаемые (изменение
вязкости рабочего тела пневматики и пр.). Это означает, что с течени-
ем времени внутренние законы действия системы могут "гладко" изме-
няться в небольших пределах. Ниже даём определение этим изменениям.
Таким образом, от повторения к повторению конечное состояние эпизо-
да может смещаться. Следовательно, запомненное в базе данных дей-
ствие, успешно достигшее цели, на практике уже не всегда её достигает
с нужной точностью. Динамическое состояние системы и изменения в
нём задаются разностными дифференциальными уравнениями, проводя
эксперименты с переобучением системы, уточнением управления важно
выяснить границы применимости адаптации для разных видов уравне-
ний.

1. Мгновенные изменения
Происходят быстро (порядка нескольких тактов), редко (1 эпизод из

1000), тем самым вносят шум, который нужно уметь отфильтровывать.
Примеры таких изменений: порыв ветра, задевание недопустимого объ-
екта в рабочем пространстве и др.

Рис. 11. Мгновенные изменения в модели системы

Для симуляции такого шума в закон функционирования привода доба-
вим следующий член:
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K(tk) =

{
K, t ≥ tk
0, t < tk

, K=const

Запишем полученный закон для k-го привода:

˙̃
Qkz(t)=(−1)z [ukz(t) Fkz(q̇k(t−1))+Ikz(q̇k(t−1))+

+
n∑

p=0
p 6=k

q̇p(t−1)

(p−k)2
+K(tk)


 (7)

2. Системные изменения
Происходят постепенно нарастающие изменения, которые действуют

на робота длительное время, к ним нужно уметь приспособляться (на-
растающие, в смысле, если новая функция динамики устоялась в течении
1000 тактов, постепенный возврат к исходной функции также является
нарастающим изменением). Примеры системных изменений функциони-
рования системы: атмосферное давление, влажность воздуха, темпера-
тура помещения, износ подшипников и т.д.

T тактов, достаточно много, для плавного перехода от одной функции
динамического состояния системы к другой:

q̇k(t)→
(

(T−1)q̇k(t) + 1 ˙̃qk(t)
)
/T→ . . .

→
(

(T−i)q̇k(t) + i ˙̃qk(t)
)
/T → . . .

→
(

1 q̇k(t) + (T−1) ˙̃qk(t)
)
/T → ˙̃qk(t), (8)

Происходят в виде постепенной замены функций усилия приводов,
изменения конструкционных параметров (масс, направления гравитации
и пр.). Значит, просто заменяем функцию динамики в каждый момент t
на новую:

˙̃
Qkz(t) = (−1)z

[
ukz(t)F̌kz

(
˙̃qk(t)(t−1)

)
+Ǐkz

(
˙̃qk(t−1)

)
+

+

n∑

p=0
p 6=k

q̇p(t−1)

(p−k)2
+K(tk)


 (9)
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Рис. 12. Диапазон допустимых системных изменений в функциях усилия
приводов

На рисунке ниже показаны границы, внутри которых могут быть вы-
браны функции усилия приводов:

Запишем формулу:

(kz2×t+ tzf2) ≤ ˙̃
Qkz(t) ≤ (kz1×t+ tzf1), (10)

где kz1 > kz2 – константы уклона, tzf1, tzf2 – моменты времени, спустя
которые усилие привода превосходит силу трения внутри сочленения.
Аналогичный конус для противоположного убывающего привода, также
расширяющийся с течением времени, только направленный вниз. Модель
функционирует так, что чем меньше по длительности работает привод,
тем меньше будет случайный разброс значений.

Чтобы более детально определить характеристики конкретной слу-
чайной функции из всех возможных нужно воспользоваться теорией
случайных процессов. В рамках определённого здесь диапазона нужно
задать ансамбль реализаций случайного процесса – правило всех реа-
лизаций этого процесса. Задать такое однопараметрическое семейство
случайных величин (от параметра времени t), заданных на одном и том
же пространстве элементарных событий Ω, мы можем достаточно про-
извольно, нужно только вспомнить, что для соответствующего привода
функции в его семействе должны быть либо неубывающими, либо невоз-
растающими.

3. Граничные условия
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В этом разделе представлены виды граничных возмущений на концах
доступного хода привода, т.е. в первых тактах самого начала движения,
а также при принудительной остановке системы в следствие некоррект-
ного управления – при ударах о границы свободного хода сочленений,
о границы рабочей области. На рисунке 15 (a) показаны этапы работы
одного сочленения целиком – от крайнего до крайнего момента, здесь
внимание будет заострено на первой ∆t1 и последней ∆t3 частях движе-
ния сочленения.
3.1. Если не предотвращать столкновение робота с ограничениями (пре-

Рис. 13. Виды граничных изменений: (a) реакция смещения на столкно-
вение, (b) преодоление трения на старте

делом движения сустава манипулятора или наезд на объект вездеходом),
заблаговременно снизив скорость, можно получить сильные упругие ко-
лебания всей системы (рис. 16 (a)). Вид получаемых быстро затухающих
колебаний можно описать следующей формулой (см. рис. 15 (b)):

f(x) =
sinx√
x

3.2. Колебания, возникающие на этапе старта привода (рис. 16 (b)), для
преодоления трения внутри привода и сустава, или трения поверхности,
требуется накопление импульса, за которым происходит моментальное
ускорение особой точки системы и незначительная её раскачка. Распо-
лага
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(a) (b)

Рис. 14. (a) работа одного сочленения целиком, (b) функция колебаний
столкновения

Ограничения суставов следует избегать с максимально возможным
запасом при любой траектории пространства сочленений. В случае с про-
блемой на старте движения, можно понимать так, что максимальной эф-
фективности позиционирования роботов с данными законами движения
можно достичь на движениях средней длины относительно хода приво-
да, т.е. мы принимаем во внимание тот факт, что не нужно располагать
целевые точки очень близко к начальной позиции, чтобы получать нор-
мальный результат позиционирования.

ОГРАНИЧЕНИЯ СКОРОСТИ И УСКОРЕНИЯ ПРИ УПРАВЛЕНИИ
Траектории суставов должны быть как можно более плавными (в

реальном роботе грубые и резкие движения могут повредить механизм),
и общее движение суставов должно быть не больше, чем необходимо для
получения заданного движения захвата.

Даже идеальная модель системы неизбежно сталкивается с пробле-
мами при использовании простого пропорционально-дифференцирующего
управления в оперативном пространстве:

ux = kp(x
∗ − x)− kvẋ

где x и ẋ – позиция и скорость системы в оперативном пространстве, x∗ -
целевая позиция, а kp и kv – коэффициенты усиления пропорциональной
и дифференцирующей состовляющих.

Если так определить управляющий сигнал в пространстве x и преоб-
разовать его в точные крутящие моменты сочленений q, то траектория
достаточно длинного движения особой точки qn(t) не будет прямой лини-
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ей, т.к. либо двигатели не смогут фактически выдать нужные мгновен-
ные крутящие моменты, либо будут недостаточны дискретизации управ-
ления или обратной связи. Некоторые из приводов связаны с меньшей
массой, чем другие, в случае с кинематической цепью, и могут выдавать
больший разброс по крутящим моментам в своём сочленении. Естествен-
ным представляется замедлить робота, ограничить скорость и ускорение
для его сочленений. Введём желаемую скорость взяв её величину доста-
точно маленькой, чтобы крутящие моменты всех сочленений могли её
обеспечить.

x̃ = (x− x∗)

ux=−kv
(
ẋ+sgn(x̃)max

(
Vmax,

kp
kv
|x̃|
))

ux=

{
−kv(ẋ+sgn(x̃)Vmax)
−kvẋ+ kpx̃

(11)

Остаётся сделать не одинаковое

1. Ограничение скорости
В случае с нашей моделью всё немного сложнее, потому что нет воз-

можности задавать точные крутящие моменты на сочленения. Отсекать
скорость можно только с некоторой задержкой, постфактум.

Рис. 15. Ограничение скорости

|q̇k(t)| < Ckv

где Ckv=const

2. Ограничение ускорения
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Рис. 16. Ограничение ускорения

Вопрос обстоит ещё сложнее с ограничением ускорений соединений
роботов.

|q̈k(t)| < Cka

где Cka=const – некоторая константа,
Упругие деформации создают колебательность в приводах при их ак-

тивном разгоне и торможении, т.е. тогда, когда появляются ускорения [3].
Нежелательны колебания, возникающие при торможении привода, они
затягивают процесс остановки робота, следовательно, снижают быстро-
действие системы. Колебания, возникающие на этапе разгона привода
обычно успевают затухнуть к моменту его торможения и поэтому ме-
нее вредны. Однако, если длительность этапа движения с постоянной
скоростью мала, оба эти типа колебаний могут наложиться, что сильнее
затруднит процесс торможения.
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Разработан алгоритм обучения систем с дискретным управлением в

задаче позиционирования действовать своими приводами. Для первого и
второго вопросов поставленных перед исследованием получены ответы,
построены этапы алгоритма обучения, результаты сложности и времени
обучения для двух моделей реальных устройств с нелинейными законами
движения приведены в таблицах 1-4. В данном тексте третий вопрос
исследования сформулирован как гипотеза для дальнейшей разработки,
практические результаты ещё не получены.

Ответом на первый вопрос является двухэтапный алгоритм, который
на первом этапе задействуя разные приводы и варьируя длительности
их работы, даёт понимание разброса возможных состояний системы, на-
правления работы приводов, локализует положение относительно робота
интересующей области рабочего пространства в координатах управлений
u(t). Вторым этапом алгоритм создаёт плотную равномерную решётку
конечных положений покрывающую все целевые точки интересующей
области, подбор значений аргументов неизвестной функции, чтобы вы-
держивать равные дистанции между её значениями осуществляется ме-
тодами Монте-Карло и МНК на основе действий, хранящихся в базе
данных обучения.

Простые эксперименты показали, что случайная генерация бинарных
матриц управлений за адекватное время не даёт такого же направлен-
ного эффекта, как данный двухэтапный алгоритм, по траекториям дей-
ствий которого получается хорошая интерполяция: конечные положения
и траектории равномерно распределены по интересующей области, без
сгустков и пустот.

Сложность (в числе траекторий) алгоритма заметания решётки за-
висит от установленного шага (см. таблицы), чем меньше размер шага,
тем выше сложность. Имея решётку конечных положений, дальше дей-
ствовали двумя способами.

Первый способ – это приближаться к любым целевым точкам в изу-
ченной области попытками градиентного спуска. В среднем получается 8
попыток на 1 новую целевую точку. Выбираются несколько ближайших
конечных точек к искомой и по ним строится промежуточное управление
усреднением, приближающее к цели. Не всякие два управления подхо-
дят для получения промежуточного между ними, но если точек, рядом
с целью достаточно много и дискретизация обратной связи и управле-
ния достаточно малы, алгоритм сходится к цели. Этот метод хорош тем,
что легко применяет новый полученный опыт в процессе работы, а так-
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же толерантен к шуму. Не требователен к вычислительным ресурсам,
но имеет слишком большую сложность (число попыток). Алгоритм ло-
кальный, даже если учитывать обращение к базе данных, работает за
константную асимптотику.

Второй способ – строить глобальную аппроксимацию случайными
функциями[6] 2-функционала обратной кинематики системы. В среднем
1 попытка на новую целевую точку для данного метода, что очень хо-
рошо. Но аппроксимация вычисляется для фиксированного набора про-
изведённых траекторий. Пока не найден способ частичного пересчёта
полной интерполяции (при добавлении каждой новой траектории нужно
пересчитывать с нуля), очень высокие требования к оборудованию для
пересчёта и квадратичная вычислительная сложность относительно за-
писей в базе данных по памяти и CPU. Деградирует от зашумлённых
данных.

Сложностью алгоритма назовём общее число движений системы при
работе алгоритма обучения (изначальная категория, которую мы мини-
мизируем). Метод оценки времени: если 1 такт дискретного времени =
1 миллисекунда (5 мкс), тогда 1 эпизод, максимальная длительность ко-
торого N тактов, в среднем длится N/10×(5 мкс)≈0,5 c., ещё столько
же нужно, чтобы вернуться в начальную точку. Получается, что одно
позиционирование туда (эпизод) и обратно (reset) в среднем занимает 1
секунду. Всего целевых точек расположенных в интересующей области
рабочего пространства робота 400 штук.

Таблица 1. Глобальная интерполяция для манипулятора
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 255 71.43 мм 1 - 14 мин.
1.2 1352 8.93 мм 1 - 23 мин.
2 400 - 1 96% 7 мин.
Итого 2007 - - - 44 мин.

Далее есть намерение смешать описанные два подхода ко второму во-
просу исследования, чтобы сгладить достоинствами одного недостатки
другого. Применяя один алгоритм для разных систем показываем высо-
кую абстрактность подхода, выявляем минимальные достаточные огра-
ничения для успешного применения алгоритма для разных устройств.
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Таблица 2. Глобальная интерполяция для вездехода
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 1359 18.75 мм 1 - 23 мин.
1.2 4288 5.62 мм 1 - 72 мин.
2 400 - 1 98% 7 мин.
Итого 6047 - - - 1.68 ч.

Таблица 3. Приближение попытками градиентного спуска манипулятора
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 255 71.43 мм 1 - 14 мин.
1.2 1352 8.93 мм 1 - 23 мин.
2 2468 - 7 100% 42 мин.
Итого 4075 - - - 1.19 ч.

Таблица 4. Приближение попытками градиентного спуска вездехода
Этапы Слож-

ность
Шаг за-
метания

Среднее число
движений на 1
целевую точку

% попада-
ний в целе-
вые точки

Время

1.1 1359 18.75 мм 1 - 23 мин.
1.2 4288 5.62 мм 1 - 72 мин.
2 3044 - 8 100% 51 мин.
Итого 8691 - - - 2.26 ч.

Продолжение исследования в направлении, которое можно описать
так: память обширная, предоставляет возможности по построению адек-
ватных предсказаний, но её данные со временем устаревают и переста-
ют верно отображать обстановку вещей, а для того, чтобы переобучать-
ся времени нет, уточнение действий должно производиться в реальном
времени. После успешной фазы обучения происходит эксплуатация обу-
ченной системы, опыт постоянно дополняется. Так как записи действий
сохраняются в базе данных навсегда, важно не запутаться в произведён-
ных действиях с разными результатами и одной целевой точкой.
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Learning algorithm of systems with discrete control
Golikov K.A.

The learning algorithm was developed for the problem of
positioning systems with discrete control, it is based on a method of
generalizing using a global interpolation and a gradient descent of trials
and fails that stored in the database. The algorithm is optimized by
the criterion of reducing the learning time (number of attempts). The
algorithm was tested on a simulator for models of systems operating
on a plate of two different types: for a mobile differential-drive robot
and for an open kinematic chain with rotational and prismatic joints.

Keywords: positioning, learning algorithm, robot, interpolation,
approximation.
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