


Рис.2

графов без использования допонительных вершин имеет длину больше
8. Следовательно, цикл имеет длину больше 10.

Пусть циклу принадлежат, минимум, 2 вершины из дополнительно
множества. Тогда в силу построения циклу принадлежит 4 вершины из
четвертых базисных слоев. Следовательно, длина цикла будет больше 8.

Таким образом, в графе нет циклов длины 4 и 6 и лемма доказана.
Оценим скорость кода для полученного графа.

v = 1− 2q(1 + 2n) + n2 + n

2q(n
2+n
2 + n)

= 1− 2q(1 + 2n) + n2 + n

q(n2 + 3n)
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Можно заметить, что при увеличении q доля дополнительных вершин,
среди всех проверочных, стремится к 0:

lim
q−>∞ v = lim

q−>∞(1− 2q(1 + 2n) + n2 + n

q(n2 + 3n)
) = 1− 2 + 4n

n2 + 3n

Таким образом доказана следующая теорема:

Теорема 3. Для любой скорости кода v существуют такие n, q и дву-
дольный граф задающий проверочную матрицу LDPC кода, у которой
все символьные вершины имеют степень 3, и скорость полученного ко-
да v1 > v.

4. Вторая модификация: построение семейства
графов G2 со степенями символьных вершин
равными 4-м

Будем использовать конструкция подобную той, что была описана в
предыдущем разделе. Только теперь вместо двух дополнительных набо-
ров проверочных вершин возьмем p наборов по n2+n

2 , где число p зависит
только от q - числа копий базисного графа.

Суть построения заключается в том, чтобы соединить вершины из
дополнительного набора с вершинами четвертых слоев базисных графов
так, чтобы каждая вершина из четвертого слоя была соединена с двумя
дополнительными вершинами, вместо одной, как это было при прошлом
построении. При этом не должно остаться висячих вершин и обхват гра-
фа должен по-прежнему быть равен 8-ми.

Введем следующее обозначение: Пронумеруем базисные графы чис-
лами {1 . . . q} и дополнительные наборы числами {1 . . . p}. Тогда за-
пись {(a11 . . . a1w1)(a21 . . . a2w2) . . . . . . (ap1 . . . apwp)} обозначает, что вер-
шины первого дополнительного набора соединены с вершинами четвер-
того слоя базисных графов под номерами (a1,1 . . . a1,w1) и так далее до
p-ого дополнительного слоя.

Таким образом, в предыдущем построении было соединение типа:
{(0 2 . . . 2q − 2)(1 3 . . . 2q − 1)}.

Перейдем непосредственно к построению. Для этого рассмотрим
несколько случаев, которые могут привести к появлению циклов дли-
ны меньше 8-ми.
A) Для любых различных базисных графов с номерами i, j, k ∈ 1 . . . q

не существует трех дополнительных наборов типа: (. . . i . . . j . . . ), (. . . i . . . k . . . )
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и (. . . j . . . k . . . ). Иначе опять на выходе получится цикл длины 6(Рису-
нок 3).

Рис.3

B) Из одного дополнительного набора, не должны выходить ребра в
соседние базисные графы. Т.е. не должно быть соединения типа: (. . . i i+
1 . . . ). Иначе на выходе получаются циклы длины 6 (Рисунок 4).
C) Для любых различных базисных графов с номерами i, j ∈ 1 . . . q

существует не более одного дополнительного набора, который соединен
с ними. Иначе на выходе получатся циклы длины 4 (Рисунок 4).

Рис.4

Таким образом, можно сформулировать следующую лемму:
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Лемма 4. Для некоторых q, n, существует p такое, что граф по-
строенный с помощью данного алгоритма с соединениями типа
{(a11 . . . a1w1)(a21 . . . a2w2) . . . . . . (ap1 . . . apwp)}, и эти соединения удовле-
творяют условиям A, B, C, имеет обхват 8.

Будем рассматривать только простые циклы.
Если цикл не проходит через вершины дополнительного набора, то

его длина больше 6. Это доказывалось раньше.
Если цикл проходит через одну вершины дополнительного набора, то

единственный случай, когда может появиться цикл длины 6, это когда
в одном соединении лежат два соседних базисных графов. Но это про-
тиворечит пункту B. Если в одном соединении нет соседних базисных
графов, то длина подобных циклов будет больше 6-ти, т.к. расстояние
между четвертыми слоями не соседних базисных графов больше 8-ми.

Если цикл содержит только две вершины из одного дополнительного
набора, то длина цикла будет больше 8-ми, т.к. эти 2 вершины соединены
с 4-мя разными вершинами из четвертых слоев базисных графов. Сле-
довательно, в силу двудольности графа длина цикла будет не меньше
8-ми.

Если цикл содержит две вершины v1, v2 из разных дополнительных
наборов. Если их соединения не имеют общих базисных графов, то цикл,
очевидно, будет больше 8. Если они имеют единственное общее соедине-
ние с графом под номером i. Тогда v1, v2 могут иметь общую смежную
вершину из графа i (иначе можно свести к предыдущему пункту). Также
v1, v2 соединены с другими различными графами j, k соответственно.
Но путь соединяющий четвертые слои базисных графов без использова-
ния вершин дополнительного множества содержит больше четырех вер-
шин. Следовательно, длина всех таких циклов будет больше 6.

Если цикл содержит 3 вершины из разных дополнительных наборов.
Тогда нет соединений типа (. . . i . . . j . . . ), (. . . i . . . k . . . ) и (. . . j . . . k . . . ).
Следовательно, цикл содержит вершины, по крайней мере, четырех раз-
ных базисных графов и длина цикла будет не меньше 8.

Если цикл содержит больше трех вершины из дополнительных набо-
ров, то его длина будет больше 8-ми, в силу двудольности графа.

Следовательно, в графе нет циклов длины 4 и 6.
Пусть q- четное. Возьмем p = q и разбиение типа {(0, 2)(1, 3)...(2q −

2, 0)(2q−1, 1)}. Соединение удовлетворяет A, B, C. Следовательно, су-
ществуют графы удовлетворяющие заданным условиям и имеющие об-
хват 8. Лемма доказана.
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5. Подсчет скорости и оптимизация числа p

Скорость кода на заданном графе равна:

v = 1− q(1 + 2n) + p(n
2+n
2 )

q(n
2+n
2 + n)

Выбор параметра p играет важную роль для определения скорости,
поэтому необходимо сделать его как можно меньше.

Предлагается следующий подход: пусть задано некоторое q > 8, тогда
возьмем начальное соединение такого типа {(0)(1 3)(2 4 6)...} и покры-
ваем все множество 0 . . . q − 1. Чередуем блоки с четными и нечетными
числами увеличивая длину блока до тех пор, пока не дойдем до q. По-
следние два блока могут быть неполными. Посчитаем количество блоков,
которые необходимо для покрытия множества. Данный набор удовлетво-
ряет условиям A, B, C.

Рассмотрим последовательность ai i ≥ 0 самых больших чисел в каж-
дом блоке: 0, 3, 6, 11, 16, . . . . Тогда последовательность ai+1−ai имеет вид:
3, 3, 5, 5, 7, . . . . Найдем общий вид этих чисел в четных и нечетных под-
последовательностях. В четном блоке имеет вид a2N = 2(3+(2N+1)

2 N) =
2N2 + 4N . В нечетном блоке a2N+1 = a2N + (3 + 2N) = 2N2 + 6N + 3.
Последовательность ai - возрастающая. Следовательно, ai−1 < q ≤ ai
и нам необходимо i + 1 набор. Отметим, что если последний неполный
блок имеет 1 элемент, то предпоследний блок тоже будет неполным. То-
гда вместо q возьмем q + 2 при этом колличество блоком неувеличится,
а в последнем блоке будет 2 элемента.

На данном этапе мы имеем только одно соединение базисных графов
с дополнительными наборами. Построим второе соединение. Мы имеем
i+1 блоков {(0)(1 3)(2 4 6) . . . }. Добавим еще i блоков следующим обра-
зом: первый новый блок имеет вид: (0 3 6 . . . ) возьмем первый элемент из
первого блока, второй элемент из второго блока и так далее, пока это воз-
можно. Получаем, что в первом блоке нет элемента из последнего блока
предыдущего соединения. Второй новый блок (1 4 . . . ) т.е. первый эле-
мент второго блока, второй элемент третьего блока и так далее. Таким
образом заполняем все i+1 блоков. В последнем будет один элемент, ко-
торый был первым в последнем блоке в прошлом соединении. Получаем
второе начально соединение типа {(0 3 6 . . . )(1 4 . . . )(2 . . . ) . . . }. Второе
соединение также удовлетворяет A, B, C.

Теперь объединяем первое и второе начальное соединения, при этом,
отождествляя первый единичный блок из первого и последний единич-
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ный блок из второго. Таким образом получим соединение с p = 2i + 1
блоком типа {(1 3)(2 4 6) . . . (0 3 6 . . . )(1 4 . . . )(2 . . . ) . . . (0 j)}, где j един-
ственный элемент последнего блока во втором соединении.

Такое построение обусловлено тем, чтобы полученное соединение удо-
влетворяло условиям A, B, C. Очевидно, что в каждом блоке нет со-
седних элементов, поэтому B выполнено, если q �= 2N2 + 4N и q �=
2N2+6N+3. Это необходимо, что первый и последний элемент не попали
в один блок. Так как при построении второго начального соединения мы
объединяли в блоки элементы из разных блоков в первом соединении, то
в совокупности получим соединение удовлетворяющее условию C. Рас-
смотрим соединение полученное из последнего удалением блока (0 j).
Предположим, существует три блока, которые не удовлетворяют усло-
вию A. Т.е. существует элементы с номерами i, j, k ∈ 0 . . . q − 1 и блоки:
(. . . i . . . j . . . ), (. . . i . . . k . . . ) и (. . . j . . . k . . . ). Так как первый и второй
блоки имеют общий элемент i, они изначально принадлежали разными
начальным соединениям. Пусть первый блок принадлежал первому со-
единению, второй блок второму. Третий блок имеет элемент j, следова-
тельно, он не принадлежит первому соединению. Но третий блок также
содержит элемент k, следовательно, второму соединению он также не
принадлежит. Следовательно, получаем противоречие и полученное со-
единение удовлетворяет A. Таким образом, если полное соединение не
удовлетворяет A, то «неправильными» блоками являются (0 j), послед-
ний блок первого начального соединения и первый блок второго началь-
но соединения. Но так как первый блок из второго начально соединения
не содержит элементов из последнего блока первого начально разбиения,
получаем противоречие. Следовательно, полное разбиение удовлетворя-
ет A и полученный граф имеет обхват 8.

Перейдем к подсчету скорости. Пусть i = 2N четное и a2N−1 < q <
a2N . Тогда:

2(N − 1)2 + 6(N − 1) + 3 < q ≤ 2N2 + 4N

2N2 + 2N − 1 < q < 2N2 + 4N

Так как N, q ∈ N, получаем, что  √3 + 2q − 1! ≥ N ≥ 	√4 + 2q − 2
.
Соответственно p = 2i+1 = 4N+1 ≤ 4 √3 + 2q−1!+1 = 4 √3 + 2q!−3.
С другой стороны p > 4	√4 + 2q
 − 5 В результате мы имеем:

v = 1− q(1 + 2n) + p(n
2+n
2 )

q(n
2+n
2 + n)

≥ 1− q(1 + 2n) + (4 √3 + 2q! − 3)(n
2+n
2 )

q(n
2+n
2 + n)
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Видно, что при увеличении q скорость стремится к отношению ско-
рости на одном базисном графе:

lim
q−>∞ v = 1− 2 + 4n

n2 + 3n

Обозначим через p3 и p4 доли символьных вершин, степени 3 и 4 со-
ответственно, в получившемся графе. Тогда, в такой конструкции мак-
симальная доля символьных вершин имеющих степень 4 равна

pm4 =
n2+n

2
n2+n

2 + n
=

n2 + n

n2 + 3n
= 1− 2n

n2 + 3n

Для построения графа с произвольной долей p4 вершин степени 4, необ-
ходимо последовательно заполнять второе начальное соединение пока
доля вершин степени не достигнет заданного значения, с той лишь ого-
воркой, что блок (1, j) необходим, чтобы в конструкции не было вися-
чих вершин. Поэтому будет 1 блок вершин степени четыре необходим.

v04 =
n2+n

2

q(n
2+n
2

+n)
= n2+n

qn2+3qn
= 1

q − 2n
qn2+3qn

Следовательно:

1

q
− 2n

qn2 + 3qn
= v04 ≤ v4 ≤ vm4 = 1− 2n

n2 + 3n

Можно заметить, что с увеличением q и n растет интервал выбора ско-
рости и отрезок выбора доля вершин степени четыре. Таким образом
можно сформулировать следующую теорему:

Теорема 4. Для любой скорости кода v и доли символьных вершин сте-
пени p4 существуют такие n, q и двудольный граф задающий провероч-
ную матрицу LDPC кода, у которой все символьные вершины имеют
степень 3 или 4, причем доля вершин степени 4 приблизительно равна
p4, а скорость полученного кода v1 > v.
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About methods of constructing LDPC-codes with preset
characteristics
Ananiev K.Y.

The work presents algoritms for building test matrices for LDPC,
which are codes based on a Tanner graph with a girth of 8. Other
parameters of the graph, apart from the girth, include the division
of degrees of character vertices: the ratio of portion of vertices with
degrees 3 and 4 to their total number, as well as the speed of the code
generated. The code is built for random speed and random division in
linear time depending on the number of elements of the matrix.

Keywords: LDPC-codes, bipartite graph, division of degrees of
vertices.
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О длине минимальной алфавитной
склейки для класса линейных

регулярных языков

Дергач П.С., Раджабов Ж.И.

В кандидатской диссертации [1] была поставлена и решена зада-
ча о нахождении верхней оценки на минимальную длину слов из ре-
гулярного языка, склеивающихся (то есть имеющих совпадающий
образ) при алфавитном кодировании (если такая склейка вообще
существует). В данной статье исследуется задача о нахождении со-
ответствующих нижних оценок на длину склейки для случая, когда
регулярные языки имеют линейную функцию роста, а схема коди-
рования преобразует все буквы входного алфавита в один и тот
же символ. Для такого кодирования образ слова однозначно опре-
деляется по его длине. Приводятся нижние оценки, совпадающие
по порядку с верхними оценками из [1] для таких языков и такого
кодирования. Кроме того, для этого подслучая приводится более
точная верхняя оценка.
Ключевые слова: алфавитное кодирование, регулярный

язык, склейка.

Введение

В работе [1] решается проблема проверки однозначности алфавитного
декодирования в классе регулярных языков с некоторыми ограничени-
ями на функцию роста. Вполне естественно, что для этого при условии
существования склейки строятся верхние оценки на ее длину. Однако,
вопрос о соответствующих нижних оценках тоже представляет отдель-
ный научный интерес. Поскольку в общем случае решить эту задачу
сложно, то для первого приближения было решено рассмотреть класс
регулярных языков с линейной функцией роста со схемой кодирования,
преобразующей все буквы входного алфавита в один и тот же символ.О
решении похожих задач можно прочитать в статьях [2-8]. О других ин-
тересных аспектах исследований авторов и других ученых в смежных
областях к тематике данной работы можно прочитать в [9-20].
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Основные определения

Пусть A = B = {0, 1}. Пусть P1, P2 — непустые множества слов в
алфавите A. Определим следующие операции над P1 и P2 :

1) Объединение множеств P1 и P2 (обозначение P1
⋃
P2) есть множе-

ство всех слов вида α, где α ∈ P1 или α ∈ P2.

2) Конкатенация множеств P1 и P2 (обозначение P1 ·P2) есть множе-
ство всех слов вида α1α2, где α1 ∈ P1, α2 ∈ P2.

3) Итерация множества P1 (обозначение (P1)
∗) есть множество всех

слов вида α1 . . . αk, где α1, α2, . . . , αk ∈ P1, k � 0. При k = 0 здесь
имеется ввиду пустое слово λ.

Введем понятие регулярного языка в алфавите A. Называем множе-
ство P, P ⊆ A∗ регулярным языком в алфавите A, если его можно полу-
чить из пустого множества и одноэлементных однобуквенных множеств
{a}, a ∈ A применением конечного числа конкатенаций, объединений и
итераций. Более подробно, определение регулярных языков таково:

1) {a}, где a — произвольная буква алфавита A, — регулярные языки
в алфавите A;

2) Если P1, P2 — регулярные языки в алфавите A, то и множества
P1 ∪ P2, P1 · P2, (P1)

∗ — регулярные языки в алфавите A;

3) Регулярность произвольного языка в алфавите A устанавливается
в соответствиями с пунктами (1)-(3) за конечное число шагов.

Множество регулярных языков в алфавите A обозначаем через R(A).
Рассмотрим схему алфавитного кодирования f : A → B, для кото-

рой f(0) = f(1) = 0. Далее эта схема кодирования доопределяется на
произвольном языке P ⊂ A∗ следующим образом:

f̃(ai1ai2 . . . ain) = f(ai1)f(ai2) . . . f(ain) = 00 . . . 0.

Полученную функцию f̃ : A∗ → B∗ называем функцией алфавитного
кодирования.

Пусть P ∈ R(A) и β ∈ f̃(P ). Тогда α ∈ P называется расшифровкой
β при алфавитном кодировании f̃ на регулярном языке P или просто
расшифровкой β, если f̃(α) = β. Также говорим, что β — код слова α.
Если для любых различных слов α1, α2 ∈ P выполняется f̃(α1) �= f̃(α2),

121



то декодирование однозначно на P по f̃ . Также говорим, что f̃ биектив-
но на P. В противном случае говорим, что в регулярном языке P есть
склейка (α1, α2). Под склейкой здесь понимается произвольная неупо-
рядоченная пара различных слов языка P с одинаковым кодом. Мини-
мальной склейкой для языка P называем склейку, доставляющую среди
всех склеек языка P минимальное значение на максимум длин слов из
склейки. А само это значение называем размером минимальной склейки
и обозначаем его через m(P ). Для произвольной склейки ее размером
также называем максимальную длину слов из этой склейки. Впрочем,
очевидно, что для функции f̃ длины слов, образующих склейку, совпа-
дают.

Пусть E — произвольное множество языков в алфавите A, каждый
из которых имеет склейку. Через m(E) обозначаем величину

m(E) := max
P∈E

m(P ),

если, конечно, такой максимум существует.
Пусть P ⊆ A∗. Через N0 обозначаем множество N ∪ {0}. Для про-

извольного n ∈ N через P�(n) обозначаем множество слов из P, длина
которых не превосходит n. Через Tn(P ) обозначаем мощность множества
P�(n) :

Tn(P ) := |P�(n)|.
Через TP обозначаем функцию TP : N → N0, где

TP (n) := Tn(P )

для всех n ∈ N. Называем TP функцией роста для P. Говорим, что бес-
конечный язык P имеет линейную функцию роста и пишем TP ∈ Lin,
если функция TP ограничена сверху каким-нибудь полиномом первой
степени. Обозначаем класс бесконечных регулярных языков в алфавите
A с линейной функцией роста через LR(A). Из [1] известно, что всякий
язык из класса LR(A) представим в виде

s∨
i=1

αiβ
∗
i γi, (1)

где αi, βi, γi — слова в алфавите A и β �= λ. Число s в этом представлении
называется его высотой. Класс всех языков P ∈ LR(A), представимых
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выражением (1) с высотой s обозначим через LR(A, s). Сложностью
представления (1) называется число

L

(
s∨

i=1

αiβ
∗
i γi

)
:= max

i=1,...,s
(|f̃(αi)|+ |f̃(βi)|+ |f̃(γi)|).

Здесь под |α| имеется ввиду длина слова α, то есть количество букв в
этом слове.

Сложностью языка P ∈ LR(A, s) с линейной функцией роста назы-
вается минимальная сложность среди всех его представлений вида (1),
имеющих высоту s. Для произвольного k ∈ N через LR(A, s, k) обозна-
чаем множество всех языков P ∈ LR(A, s), имеющих сложность не выше
k.

Утверждение 1. Пусть k ∈ N, k � 2. Тогда

m(LR(A, 2, k)) � k(k − 1).

Утверждение 2. Пусть k > s > 2. Тогда

m(LR(A, s, k)) �
]
(k + 2− s)(k + 1− s)

s− 1

[
.

Утверждение 3. Пусть k, s ∈ N, k, s � 2. Тогда

m(LR(A, s, k)) � 2k(k − 1).

Доказательство утверждений

Лемма 1. Пусть k ∈ N, k � 2, P = α1β
∗
1γ1 ∨ α2β

∗
2γ2 для некоторых

αi, βi, γi ∈ A∗, βi �= λ, |αi|+ |βi|+ |γi| � k и в P есть склейка. Тогда

m(P ) � 2k(k − 1).
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� Доказательство леммы 1:
Рассмотрим множество длин слов из языка P. Оно состоит из двух

арифметических прогрессий l1, l2 с началом и шагом не выше k. Так как
в P есть склейка, то эти прогрессии пересекаются. Отсюда, очевидно,
следует, что они пересекаются по бесконечной арифметической прогрес-
сии. Обозначим эту прогрессию через (a, b), где a — начало прогрессии,
а b — ее шаг.

Покажем, что a � k(k − 1). Здесь возможны 2 случая. В первом
из них оба шага прогрессий l1, l2 равны k и тогда |β1| = |β2| = k, а
значит α1 = α2 = γ1 = γ2 = λ. Тогда прогрессии l1, l2 равны (k, k) и
их пересечение (a, b) тоже равно (k, k). Очевидно, что a = k � k(k − 1).
Во втором случае хотя бы один из шагов прогрессий l1, l2 меньше k и
тогда утверждение следует из китайской теоремы об остатках, ведь НОК
прыжков прогрессий l1, l2 в этом случае не превосходит k(k − 1).

Покажем, что b � k(k − 1). В первом случае (смотри выше) прогрес-
сия (a, b) равна (k, k) и b = k � k(k − 1) — утверждение очевидно. Во
втором случае утверждение, опять же, следует из китайской теоремы об
остатках и того факта, что НОК прыжков прогрессий l1, l2 не превосхо-
дит k(k − 1).

Рассмотрим теперь два слова ρ1, ρ2 из языков α1β
∗
1γ1, α2β

∗
2γ2 со-

ответственно, которые имеют длину a. Либо они образуют склейку (и
в этом случае утверждение леммы очевидно), либо они совпадают. Ес-
ли они, все-таки совпадают, то рассмотрим два других слова ρ3, ρ4 из
языков α1β

∗
1γ1, α2β

∗
2γ2 соответственно, которые уже имеют длину a+ b.

Покажем от противного, что они образуют склейку. Для этого нам по-
требуется более внимательно посмотреть на структуру слов ρi. Пусть

ρ1 = α1β
x
1γ1, ρ2 = α2β

y
1γ2, ρ3 = α1β

x+z
1 γ1, ρ4 = α2β

y+w
2 γ2.

Введем ряд дополнительных обозначений

γ′1 := α1β
x
1 , γ′2 := α2β

y
2 , δ1 := βz

1 , δ2 := βw
2 .

Тогда получаем

γ′1γ1 = ρ1 = ρ2 = γ′2γ2, γ′1δ1γ1 = ρ3 = ρ4 = γ′2δ2γ2. (2)

Без ограничения общности, |γ1| � |γ2|. Тогда

γ2 = γ3γ1 (3)
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для некоторого (возможно, пустого) γ3. Условия (2) с учетом (3) можно
переписать в виде

γ′1 = γ′2γ3, (4.1)

γ′1δ1 = γ′2δ2γ3. (4.2)

Подставив (4.1) в (4.2), получаем

γ3δ1 = δ2γ3. (4.3)

Мы знаем, что у P есть какая-то склейка (ρ5, ρ6). Очевидно, что тогда
она состоит из двух слов вида

γ′1δ
c
1γ1 = ρ5, γ′2δ

c
2γ2 = ρ6,

где c � 2. Но тогда из (3), (4.1-4.3) выводим

ρ5 = γ′1δ
c
1γ1 = γ′2γ3δ

c
1γ1 = γ′2γ3δ1δ

c−1
1 γ1 = γ′2δ2γ3δ

c−1
1 γ1 = . . . =

= γ′2δ
c−1
2 γ3δ1γ1 = γ′2δ

c
2γ3γ1 = γ′2δ

c
2γ2 = ρ6.

Полученное противоречие доказывает, что (ρ3, ρ4) — склейка. Осталось
вспомнить, что размер этой склейки совпадает с длиной слов (ρ3, ρ4) и
значит равен a + b. Но мы уже доказали, что a, b � k(k − 1). Поэтому
a+ b � 2k(k − 1). �

Утверждение 1. Пусть k ∈ N, k � 2. Тогда

m(LR(A, 2, k)) � k(k − 1).

� Доказательство утверждения 1:
Для доказательства утверждения достаточно привести пример тако-

го множества P ∈ LR(A, 2, k), размер минимальной склейки в котором
не меньше k(k − 1). Это верно, в частности для

P := (0k)∗ ∪ (1k−1)∗,

так как НОК(k, k − 1) = k(k − 1). �

Утверждение 2. Пусть k > s > 2. Тогда

m(LR(A, s, k)) �
]
(k + 2− s)(k + 1− s)

s− 1

[
.
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� Доказательство утверждения 2:
Обозначим через t(s, k) число

]
(k+2−s)(k+1−s)

s−1

[
. Для доказательства

утверждения достаточно привести пример такого множества P из класса
LR(A, s, k), размер минимальной склейки в котором не меньше t(s, k).
Рассмотрим язык

P := (01k−1−s0)∗ ∪ (01k−s0)∗ ∪ . . . (01k−30)∗ ∪ (01k−20)∗. (5)

Очевидно, что он принадлежит LR(A, s, k). И у него есть склейки. Рас-
смотрим произвольную склейку (α1, α2) в языке (5). Тогда для некото-
рых 1 � i < j � s верно, что

α1 ∈ (01k+1−i0)∗, α2 ∈ (01k+1−j0)∗.

Из определения размера склейки следует, что размер склейки (α1, α2)
равен длине слов α1 и α2. Но длина слова α1 делится нацело на k+1− i,
а длина слова α2 делится нацело на k + 1 − j. Поэтому размер склейки
делится на НОК(k + 1− i, k + 1− j). Осталось заметить, что

НОК(k + 1− i, k + 1− j) =
(k + 1− i)(k + 1− j)

НОД(k + 1− i, k + 1− j)
�

� (k + 2− s)(k + 1− s)

j − i
� (k + 2− s)(k + 1− s)

s− 1
.

А значит верно и что

НОК(k + 1− i, k + 1− j) �
]
(k + 2− s)(k + 1− s)

s− 1

[
= t(s, k).

Поэтому размер минимальной склейки тоже не меньше t(s, k). �

Утверждение 3. Пусть k, s ∈ N, k, s � 2. Тогда

m(LR(A, s, k)) � 2k(k − 1).

� Доказательство утверждения 3:
Для доказательства утверждения достаточно показать, что размер

минимальной склейки (если она есть) для произвольных языков из
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класса LR(A, s, k) не превосходит 2k(k − 1). Рассмотрим любой язык
P ∈ LR(A, s, k). Значит

P =

s∨
i=1

αiβ
∗
i γi,

где |αi| + |βi| + |γi| � k при i = 1, . . . , s. Пусть (δ1, δ2) — минимальная
склейка языка P. Без ограничения общности, можно считать, что

δ1 ∈ α1β
∗
1γ1, δ2 ∈ α2β

∗
2γ2.

Тогда (δ1, δ2) будет минимальной склейкой и в множестве

P1 := α1β
∗
1γ1

∨
α2β

∗
2γ2.

Для доказательства утверждения осталось применить лемму 1. �
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In the Ph.D. thesis [1] it has been found the upper bound on
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image under alphabetic coding (if such pair of words exists at all).
In this paper, we investigate the problem of finding corresponding
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Об одном критерии полиномиальной
полноты квазигрупп

Югай В.Л.

В работе формулируется и доказывается критерий полиноми-
альной полноты квазигрупп в терминах предполных классов k-
значной логики.
Ключевые слова: квазигруппа, полиномиальная полнота,

квазилинейность.

1. Введение

В последние годы наблюдается рост интереса к криптосистемам на
основе квазигрупп (или, что эквивалентно, на основе латинских квадра-
тов). В качестве примера можно привести работы [1], [2], [3], [4].

С криптографической точки зрения одним из самых важных свойств
квазигрупп является полиномиальная полнота. Это обусловлено тем, что
в функционально полной алгебре задача распознавания разрешимости
системы уравнений является NP-полной ([5]). Известно, что квазигруппа
полиномиально полна тогда и только тогда, когда она простая и неаф-
финная ([6]). Для ряда частных случаев построены более эффективные
критерии: в работе [7] рассмотрен случай квазигрупп порядка 4, в рабо-
тах [8], [9] предложен кубический алгоритм проверки полиномиальной
полноты для случая квазигрупп простого порядка. В работе [10] прове-
дено исследование связи свойств простоты и аффинности.

В настоящей работе предлагается критерий полиномиальной полно-
ты, аналогичный критерию из работы [6], но сформулированный в тер-
минах предполных классов k-значной логики.

2. Основные определения

Определение 1. Квазигруппой (Q, ∗) называется множество элемен-
тов Q с заданной на нем операцией ∗ : Q×Q → Q, такой что для любых
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a, b ∈ Q уравнения

a ∗ x = b

y ∗ a = b

имеют единственное решение.

В дальнейшем мы будем предполагать, что множество Q конечно.
Квазигрупповая операция может быть задана “таблицей умноже-

ния” — матрицей M порядка |Q|× |Q|. Занумеруем элементы Q числами
от 1 до |Q|: Q = {q1, . . . , q|Q|}. Элемент матрицы, стоящий на пересечении
строки номер i и столбца номер j, равен qi ∗ qj . Матрица M называется
латинским квадратом, связанным с квазигруппой (Q, ∗). Несложно уви-
деть, что каждая строка и каждый столбец M является перестановкой
на множестве Q.

Пусть n ∈ N ∪ {0}. Обозначим множество всех n-арных операций на
множестве Q через Pn. В частности, P 0 — это множество всех констант,

являющихся элементами Q. Положим P =
∞⋃
n=0

Pn. Заметим, что функ-

ции из P можно рассматривать как функции логики значности |Q| и
естественным образом ввести операцию замыкания, обозначаемую квад-
ратными скобками: если F ⊆ P , то [F ] — замыкание F ([11]).

Определение 2. Квазигруппа (Q, ∗) называется полиномиально (или
функционально) полной, если[{∗} ∪ P 0

]
= P.

Определение 3. Квазигруппа (Q, ∗) называется простой, если опера-
ция ∗ не сохраняет никакое нетривиальтное отношение эквивалент-
ности на множестве Q.

Несложно увидеть, что все квазигруппы простого порядка являются
простыми.

Определение 4. Квазигруппа (Q, ∗) называется аффинной, если на
множестве Q можно ввести структуру абелевой группы (Q,+), та-
кую что

x ∗ y = α(x) + β(y) + c,

где α, β — некоторые автоморфизмы группы (Q, +), c ∈ Q.
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Известно ([6]), что квазигруппа полиномиально полна тогда и только
тогда, когда она проста и неаффинна.

Определение 5. Функция от n переменных fn на множестве Q из pm

элементов, где p — простое число, m ∈ N, называется квазилинейной,
если на Q можно ввести структуру конечного поля, относительно ко-
торой fn представима в виде

fn(x1, . . . , xn) = a0 +
n∑

i=1

m−1∑
j=0

aij · xp
j

i ,

В частности, если m = 1, такая функция называется линейной.

3. Критерий полиномиальной полноты квазиг-
рупп

Теорема 1. Квазигруппа (Q, ∗) полиномиально полна тогда и только
тогда, когда операция ∗ не сохраняет никакое нетривиальное отноше-
ние эквивалентности на Q и не является квазилинейной.

Доказательство. Необходимость вытекает из замкнутости и непол-
ноты классов сохранения отношений и классов квазилинейных функций,
а также принадлежности всех констант всем таким классам.

Докажем достаточность. Пусть квазигруппа не является полиноми-
ально полной. Тогда она либо не простая, либо аффинная. Если она не
простая, то сохраняется нетривиальное отношение эквивалентности.

Пусть квазигруппа простая. Известно ([Предложение 3.2][10]), что
простая квазигруппа может быть аффинной, только если порядок явля-
ется степенью простого числа, а соответствующая абелева группа (Q,+)
является примарной. Таким образом, для доказательства достаточности
осталось показать, что если квазигруппа аффинна над примарной груп-
пой, то квазигрупповая операция квазилинейна.

Пусть x ∗ y = α(x) + β(y) + c для некоторой примарной абелевой
группы (Q,+), α, β ∈ Aut((Q,+)), c ∈ Q. В [Лемма 5.2.4.2][11] показано,
что функция fn ∈ Pn квазилинейна тогда и только тогда, когда для
любых (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ Qn выполнено равенство

fn(a1 + b1, . . . , an + bn) + f(0, . . . , 0) = f(a1, . . . , an) + f(b1, . . . , bn),
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где 0 — нейтральный элемент абелевой группы. Из этого факта вытекает
квазилинейность автоморфизмов α и β. Следовательно, и функция x ∗ y
квазилинейна. �

В рамках обозначений предполных классов, принятых в работе [11],
теорема может быть переформулирована следующим образом.

Следствие 1. Квазигруппа (Q, ∗) полиномиально полна тогда и толь-
ко тогда, когда операция ∗ не лежит ни в одном из классов типа U
(сохранения нетривиального отношения эквивалентности) и L (квази-
линейных функций).

В случае, когда порядок квазигруппы простой, в работах [8], [9] по-
казано, что линейность двухместной функции x ∗ y эквивалентна одно-
временной линейности функций вида x ∗ a и b ∗ y для всевозможных
a, b ∈ Q. В случае, когда порядок является степенью простого числа, это
вообще говоря неверно. В качестве примера можно рассмотреть случай
p = m = 2. В работе [7] показано, что полиномиально полные квазигруп-
пы порядка 4 существуют. В силу доказанного критерия, квазигрупповые
операции при этом не квазилинейны. Однако, как несложно увидеть, все
24 перестановки порядка 4 квазилинейны.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково-
дителю, к.ф.-м.н., с.н.с, А.В. Галатенко за постановку задачи и внимание
к работе.
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