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Работа по теории абстрактных клонов. Исследуются бинарные
предикаты на k-элементном множестве и операции над этими пре-
дикатами. Приведён список операций над бинарными предиката-
ми, замыкание относительно которых для k ∈ {2, 3} эквивалентно
замыканию относительно всех примитивных позитивных формул.
При k > 4 показано, что замыкание относительно указанных опе-
раций строго слабее замыкания относительно всех примитивных
позитивных формул.
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1. Мотивация

Обозначим через Rk(n) множество всех предикатов k-значной логики
арности n (n > 0), то есть множество всех функций вида

p : {0, 1, . . . , k − 1}n → {⊥,>},

где ⊥, > — константы «ложь», «истина». Обозначим через Rk(6 n) мно-
жество всех предикатов арности 6 n, а через Rk — множество всех пре-
дикатов k-значной логики.

Если это необходимо, арность предиката будем обозначать верхним
индексом в круглых скобках, например так: p(n).
Определение 1. Определим предикаты false, true, eq:

false(2)(x1, x2) ≡ false(0) ≡ ⊥
true(2)(x1, x2) ≡ true(0) ≡ >
eq(2)(x1, x2) ≡ (x1 = x2)
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Определение 2. Формулы вида

ϕ(p
(r1)
1 , . . . , p(rn)n ) =

= ∃y1 . . . ∃ys
(
p
(r1)
1 (z1,1, . . . , z1,r1) ∧ . . . ∧ p(rn)n (zn,1, . . . , zn,rn)

)
,

где s > 0, n > 1, будем называть примитивными позитивными фор-
мулами. Множество всех примитивных позитивных формул обозначим
через p.p.f..

Определение 3. Будем говорить, что предикат p(r) задаётся форму-
лой ϕ(p(r1)1 , . . . , p

(rn)
n ) и писать p(r) ∼ ϕ

(
p
(r1)
1 , . . . , p

(rn)
n

)
, если имеет место

равенство

p(r)(x1, . . . , xr) = ϕ
(
p
(r1)
1 (z1,1, . . . , z1,r1), . . . , p

(rn)
n (zn,1, . . . , zn,rn)

)
,

для некоторых метапеременных zk,j из списка символов «x1», . . . , «xr»,
«y1», . . . , «ys».

Определение 4. Пусть M ⊆ Rk. Обозначим через [M ]p.p. замыкание
множества M относительно примитивных позитивных формул:

[M ]p.p. ≡
{
false(0), true(0), eq(2)

}
∪

∪
{
p(r) :

(
∃ϕ ∈ p.p.f.

)(
∃p(r1)1 ∈M

)
. . .
(
∃p(rn)n ∈M

)
p(r) ∼ ϕ

(
false(0), true(0), eq(2), p

(r1)
1 , . . . , p(rn)n

)}
Пусть также

[M ]p.p.2 ≡ [M ]p.p. ∩Rk(2).

Основная практическая проблема оператора [ ]p.p. состоит в том, что
для вычисления [M ]p.p. для конкретного множества M иногда необхо-
димо использовать формулу ϕ с большим числом переменных. Другой
вариант вычисления [M ]p.p. мог бы состоять в том, чтобы вместо прими-
тивных позитивных формул рассматривать элементарные операции на
предикатах, введённые Гейгером (см. [?]) и Боднарчуком с соавторами
(см. [?]) — добавление несущественной переменной, отождествление пе-
ременных, перестановка переменных, проекция, конъюнкция. Однако, у
этого подхода имеется другая проблема: в процессе вывода могут возни-
кать предикаты большой арности, что также не позволяет на практике
использовать этот определение.
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Возникает вопрос: можно ли переопределить элементарные операции
Гейгера—Боднарчука, так чтобы полученный оператор замыкания кор-
ректно работал на предикатах малой арности и в то же время не требовал
построения предикатов большой арности?

В данной работе дан положительный ответ на этот вопрос для случая
k ∈ {2, 3} и бинарных предикатов.
Определение 5. Пусть p, p1, p2 ∈ Rk(2). Определим операции perm ,
conj , comp («перестановка переменных», «конъюнкция предикатов»,
«обобщённая композиция») на бинарных предикатах:

perm (p)(x1, x2) ≡ p(x2, x1)
conj (p1, p2)(x1, x2) ≡ p1(x1, x2) ∧ p2(x1, x2)
comp (p1, p2)(x1, x2) ≡ ∃y

(
p1(x1, y) ∧ p2(y, x2)

)
Определение 6. Пусть M ⊆ Rk(2). Обозначим через [M ]weak наимень-
шее множество, удовлетворяющее аксиомам:

1) {false(2), true(2), eq(2)} ⊆ [M ]weak.
2) Монотонность. Если p ∈M , то p ∈ [M ]weak.
3) Замкнутость относительно элементарных операций. Если p ∈

[M ]weak, p1 ∈ [M ]weak, p2 ∈ [M ]weak, то

perm (p) ∈ [M ]weak

conj (p1, p2) ∈ [M ]weak

comp (p1, p2) ∈ [M ]weak

Очевидно, что если p, p1, p2 ∈M , то perm (p) ∈ [M ]p.p.2, conj (p1, p2) ∈
[M ]p.p.2, comp (p1, p2) ∈ [M ]p.p.2, поэтому

[M ]weak ⊆ [M ]p.p.2

Более того, диаграмма на рисунке ?? коммутативна.

2. Результаты работы

Теорема 1. Пусть k ∈ {2, 3}. Тогда

[M ]weak = [M ]p.p.2

Теорема 2. Пусть k > 4. Существует M , такое что

[M ]weak 6= [M ]p.p.2
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M

[M ]weak

[[M ]weak]p.p.2 = [M ]p.p.2

[ ]p.p.2

[ ]weak

[ ]p.p.2

Рис. 1.

3. Доказательства теорем

Доказательство теоремы ?? для k = 2 является следствием известных
фактов теории клонов и приводится в разделе ??. Автором предлага-
ется более простое доказательство для этого случая без использования
сложных фактов теории клонов (см. раздел ??).

Доказательство теоремы ?? для k = 3 было получено автором с ис-
пользованием компьютерных вычислений. Описание данного процесса
будет опубликовано отдельно.

3.1. Доказательство теоремы ?? для k = 2

Рассмотрим операторы «добавления фиктивной переменной справа (сле-
ва)»:

intro_r (ϕ) ≡ comp (conj(ϕ, eq(2)), true(2))
intro_l (ϕ) ≡ comp (true(2), conj(ϕ, eq(2)))

Эти операторы обладают следующим важным для нас свойством:

∀x2
(
ϕ(x1, x1) = intro_r (ϕ)(x1, x2)

)
∀x1

(
ϕ(x2, x2) = intro_l (ϕ)(x1, x2)

)
Лемма 1. Пусть

q(x1, x2) =
∧
i

ϕi(x1, x1) ∧
∧
j

ψj(x1, x2) ∧
∧
l

ξl(x2, x1) ∧
∧
m

χm(x2, x2)
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Пусть также n — количество формул вида ϕi(x1, x1), n > 0.
Тогда справедливо равенство:

q(x1, x2) = conj (conj (conj (intro_r (ϕ), ψ), perm (ξ)), intro_l (χ)),

где

ϕ ≡


true(2) если n = 0

ϕ1 если n = 1

conj ((. . . conj (conj (ϕ1, ϕ2), ϕ3) . . .), ϕn) если n > 2

(формулы ψ, ξ, χ определяются аналогично).

Лемма 2. Пусть

q(x̃) = ∃y
(∧

i

ϕi(si, ti) ∧
∧
j

ψj(uj , y) ∧
∧
l

ξl(y, vl) ∧
∧
m

χm(y, y)
)
,

где x̃ — непустой список переменных, метапеременные si, ti, uj, vj обо-
значают переменные из списка x̃, причём список x̃ не содержит пере-
менную «y».

Тогда справедливо равенство:

q(x̃) =
∧
i

ϕi(si, ti)

∧ ∃y
(∧
j

ψj(uj , y) ∧
∧
l

perm (ξl)(vl, y) ∧
∧
m

intro_l (χm)(x1, y)
)
,

где x1 — любая переменная списка x̃. То есть предикат q можно при-
вести к виду

q(x̃) =
∧
i

ϕi(si, ti) ∧ ∃y
∧
j

ηj(wj , y),

где метапеременные wj обозначают переменные из списка x̃.

Лемма 3. Пусть
q(x̃) = ∃y

∧
j

ηj(wj , y),

где x̃ — список переменных, метапеременные wj обозначают перемен-
ные из списка x̃, причём список x̃ не содержит переменную «y».

Тогда для k = 2 справедливо равенство:

q(x̃) =
∧
j, j′

comp (ηj , perm (ηj′))(wj , wj′).
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Доказательства лемм

Леммы ?? и ?? очевидны. Для доказательства леммы ?? рассмотрим
предикат

q′(x̃) =
∧
j, j′

∃y
(
ηj(wj , y) ∧ ηj′(wj′ , y)

)
и докажем, что q = q′.

Зафиксируем значения x̃. Очевидно, что если q(x̃) = >, то q′(x̃) = >.
Предположим, что q(x̃) = ⊥. Так как переменная y может принимать
ровно два значения 0, 1 и q(x̃) = ⊥, то существуют j, j′ (возможно, сов-
падающие), такие что

ηj(wj , 0) = ⊥
ηj′(wj′ , 1) = ⊥

Как следствие, q′(x̃) = ⊥, что завершает доказательство леммы.

Доказательство теоремы ?? для k = 2

Пусть p(x1, x2) = ∃y1 . . . ∃ys
(
p1(z1,1, z1,2) ∧ . . . ∧ pn(zn,1, zn,2)

)
. Докажем,

что p ∈ [{p1, . . . , pn}]weak. Применим индукцию по числу s кванторов
существования в формуле, определяющей предикат p. Базис индукции
(s = 0) обеспечивается леммой ??. Шаг индукции обеспечивается ком-
бинацией леммы ?? и ??.

3.2. Доказательство теоремы ??

Пусть p ∈ Rk(2) — симметричный предикат, принимающий значение
«ложь» на наборах (0, k − 1), (k − 1, 0) и всех наборах вида (a, a) (где
a ∈ {0, 1, . . . , k − 1}) и принимающий значение «истина» на остальных
наборах:

p(0, k − 1) = ⊥
p(k − 1, 0) = ⊥

p(0, 0) = ⊥
p(1, 1) = ⊥

. . .

p(k − 1, k − 1) = ⊥
p(x, y) = > на остальных наборах
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Графически этот предикат можно представить ориентированным гра-
фом с k вершинами, где ориентированное ребро между вершинами (a, b)
имеется тогда и только тогда, когда p(a, b) = >. Для случая k = 6 пре-
дикат p представлен на рисунке ?? а).

0

5

1

2

3

4

а) Графовое представление
предиката p

0

5

1

2

3

4

б) Графовое представление
предиката q

Рис. 2.

Пусть
M = {false(2), true(2), eq(2), p}.

Нетрудно проверить, что
[M ]weak =M.

Пусть предикат q определяется следующей примитивной позитивной
формулой:

q(x1, x2) =

= ∃y1 ∃y2 . . . ∃yk−2

(
k−2∧
i=1

p(x1, yi) ∧
∧

i,j : i 6=j
p(yi, yj) ∧

k−2∧
j=1

p(yj , x2)

)
(1)

Заметим, что из равенства p(z1, z2) = > следует, что z1 6= z2. Поэтому
если x1 6= x2, то значения y1, . . . , yk−2 определяются однозначно:

{y1, . . . , yk−2} = {0, 1, . . . , k − 1} \ {x1, x2}.
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Учитывая это и то, что предикат p симметричен, формула ?? при x1 6= x2
может интерпретироваться так: в графе, определяемом предикатом p,
каждое из множеств {0, 1, . . . , k−1}\{x1} и {0, 1, . . . , k−1}\{x2} образует
клику размера k − 1 (то есть множество из k − 1 попарно связанных
различных вершин).

Нетрудно показать, что q(x, y) = ¬p(x, y). Для случая k = 6 преди-
кат q представлен графом на рисунке ?? б). Таким образом,

q ∈ [M ]p.p.2 \ [M ]weak,

что завершает доказательство.

3.3. Комментарии к теореме ??

Заметим, что приведённая конструкция предиката p неприменима при
k 6 3. Так, при k = 3 формула ?? приобретает вид

q(x1, x2) = ∃y
(
p(x1, y) ∧ p(y, x2)

)
,

то есть
q = comp (p, p)

и поэтому
q ∈ [M ]weak.

4. Вывод теоремы ?? для k = 2 из известных фак-
тов теории клонов

4.1. Существенные предикаты

Определение 7.

1) Предикаты false(0), true(0) существенны.
2) При n > 1 предикат p(n) называется существенным, если он не мо-

жет быть представлен как конъюнкция предикатов меньшей арно-
сти, то есть если не существуют предикаты p

(n−1)
1 , . . . , p

(n−1)
s , такие

что
p(n)(x1, . . . , xn) =

∧
i∈{1,...,s}

p
(n−1)
i (zi,1, . . . , zi,n−1)

для каких-то метапеременных zi,j из списка «x1», . . . , «xn».
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Множество всех существенных предикатов арности n обозначим через
ESSk(n), множество всех существенных предикатов арности 6 n обо-
значим через ESSk(6 n), множество всех существенных предикатов —
через ESSk.

4.2. Оператор замыкания на существенных предикатах

В работах Д.Н. Жука (см., например, [?, ?, ?]) введено семейство ча-
стичных операций на предикатах, которые мы будем использовать при
определении оператора замыкания на существенных предикатах. Каж-
дая из них является частичной функции одного или нескольких предика-
тов, арности которых должны быть надлежащим образом согласованы.
Определение 8. [Операции Жука]

1) Перестановка переменных:

op1,σ(p
(n))(x1, . . . , xn) = p(n)(xσ(1), . . . , xσ(n)),

где σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} — перестановка.
2) Отождествление переменных:

op2(p
(n+1))(x1, . . . , xn) = p(n+1)(x1, x1, x2, . . . , xn).

3) Конъюнкция с отождествлением переменных:

op3(p
(n)
1 , p

(m)
2 )(x1, , . . . , xn) =

= p
(n)
1 (x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) ∧ p(m)

2 (x1, . . . , xm),

определённая при n > m > 1.
4) Проекция:

op4,s(p
(s+n))(x1, . . . , xn) = ∃y1 . . . ∃ys p(s+n)(y1, . . . , ys, x1, . . . , xn),

определённая при s > 1.
5) Отождествление переменных с проекцией:

op5(p
(n+2))(x1, . . . , xn) = ∃y p(n+2)(y, y, x1, . . . , xn).

6) Конъюнкция с отождествлением и проекцией:

op6(p
(n+1)
1 , p

(1)
2 )(x1, x2, . . . , xn) =

= ∃y
(
p
(n+1)
1 (y, x1, x2, . . . , xn) ∧ p(1)2 (y)

)
.
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7) Обобщённая композиция:

op7,m(p
(n1+1)
1 , . . . , p(nm+1)

m )(x1,1, . . . , x1,n1 , . . . , xm,1, . . . , xm,nm) =

= ∃y
(
p
(n1+1)
1 (y, x1,1, . . . , x1,n1) ∧ . . .

∧ p(nm+1)
m (y, xm,1, . . . , xm,nm)

)
,

определённая, если 2 6 m 6 k и ni + 1 > 2 (i ∈ {1, . . . ,m}).

Заметим, что результатом применения этих операций к существен-
ным предикатам могут быть как существенные, так и несущественные
предикаты. Нас интересует только случай, когда результат операции —
существенный предикат (см. определение 9).

Определение 9. ПустьM ⊆ ESSk. Обозначим через [M ]ess наименьшее
множество, удовлетворяющее аксиомам:

1) {false(0), true(0), eq(2)} ⊆ [M ]ess.

2) Если p ∈M , то p ∈ [M ]ess.

3) Если

а) p1, . . . , pn ∈ [M ]ess,

б) p может быть получен из предикатов p1, . . . , pn как результат
применения (одной) операции семейства op1, . . . , op7,

в) p является существенным предикатом,

то p ∈ [M ]ess.

Заметим, что если M ⊆ ESSk, то [M ]ess ⊆ ESSk.

Теорема 3 (Жук, [?]). Семейство операций op1, . . . , op7 полно в сле-
дующем смысле. Пусть M ⊆ ESSk. Тогда

[M ]p.p. ∩ ESSk = [M ]ess.

4.3. Связь между Rk(2) и ESSk(6 2)

Определение 10. Для M ⊆ Rk(2) и M ′ ⊆ ESSk(6 2) определим опе-
раторы to_ess“ , from_ess“ перехода от предикатов арности 2 к суще-
ственным предикатам арности 6 2 и обратно:
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to_ess (p(2)) ≡
{
q
(2)
2 , q

(1)
1,1, q

(1)
1,2, q

(0)
0

}
∩ ESSk,

где q
(2)
2 (x1, x2) = p(2)(x1, x2),

q
(1)
1,1(x1) = ∃y p

(2)(x1, y),

q
(1)
1,2(x1) = ∃y p

(2)(y, x1),

q
(0)
0 = ∃y1 ∃y2 p(2)(y1, y2).

to_ess“ (M) ≡
⋃{

to_ess (p(2)) : p(2) ∈M
}

from_ess : q(2) 7→ p(2), где p(2)(x1, x2) = q(2)(x1, x2);

q(1) 7→ p(2), где p(2)(x1, x2) = q(1)(x1);

q(0) 7→ p(2), где p(2)(x1, x2) = q(0).

from_ess“ (M ′) ≡ [{from_ess (q) : q ∈M ′}]perm ,conj ,

где под [ ]perm ,conj мы понимаем слабое замыкание на Rk(2) относительно
двух операций — perm и conj .

MRk(2) ⊇

[M ]weak

M ′ ⊆ ESSk(6 2)

[M ′]ess

to_ess“

from_ess“

Рис. 3.

Основное свойство этих операторов, которое мы докажем в конце
статьи (см. следствие ??), состоит в том, что при k = 2 и M ⊆ R2(2)

from_ess“ [to_ess“ (M)]ess = [M ]weak,

то есть диаграмма на рисунке ?? коммутативна. Этот факт позволяет
связать при k = 2 операции Жука на существенных предикатах и опе-
рации perm , conj , comp на предикатах арности 2.

Лемма 4 (Жук, [?]). Пусть p ∈ Rk(6 2). Тогда

p ∈ from_ess“ (to_ess (p)).
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Лемма 5. Пусть M ⊆ Rk(2). Тогда

to_ess“ [M ]p.p.2 ⊆ [to_ess“M ]p.p. ∩ ESSk(6 2).

Доказательство. Переформулируем лемму следующим образом:(
∀p(2) ∈ [M ]p.p.

) (
to_ess (p(2)) ⊆ [to_ess“M ]p.p. ∩ ESSk(6 2)

)
и воспользуемся определением [ ]p.p..

Пусть p(2)1 , . . . , p
(2)
n ∈ M и p(2) ∈ [{p(2)1 , . . . , p

(2)
n }]p.p.. По лемме ?? для

всех k ∈ {1, . . . , n} имеем:

p
(2)
k ∈ from_ess“ (to_ess (p(2)k )) =

= [{from_ess (q) : q ∈ to_ess (p(2)k )}]perm ,conj ⊆ [to_ess (p(2)k )]p.p.

Поэтому

p(2) ∈ [to_ess (p(2)1 ) ∪ . . . ∪ to_ess (p(2)n )]p.p. ⊆ [to_ess“M ]p.p.

Из определения to_ess следует также, что

to_ess (p(2)) ∈ [{p(2)}]p.p. ∩ ESSk(6 2),

что завершает доказательство.

4.4. Функции почти-единогласия

Определение 11. Функция f ∈ Pk(r), где r > 3, называется функцией
почти-единогласия (near-unanimity function, NUF), если

f(x, y, . . . , y) = f(y, x, y, . . . , y) = . . . = f(y, . . . , y, x) = y.

Множество всех функций почти-единогласия арности r (r > 3) обо-
значим через NUFk(r). Множество всех функций почти-единогласия
обозначим через NUFk.
Определение 12. Скажем, что функция f (r) сохраняет множествоM ⊆
Rk (обозначение — f (r) preserves M), если для любого предиката p(n) ∈
M выполнено(

p(n)(x1,1, . . . , x1,n) ∧ . . . ∧ p(n)(xr,1, . . . , xr,n)
)
→

p(n)
(
f (r)(x1,1, . . . , xr,1), . . . , f

(r)(x1,n, . . . , xr,n)
)
.
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Теорема 4 (Бейкер, Пиксли, [?]). Пусть M ⊆ ESSk. Тогда(
[M ]ess конечно

)
↔
(
∃f ∈ NUFk (f preserves M)

)
.

Более того, если существует функция f (r+1) почти-единогласия арно-
сти r + 1, такая что f (r+1) сохраняет M , то

[M ]ess ⊆ ESSk(6 r).

4.5. Бинарные предикаты при k = 2

Пусть maj(3) : {0, 1}3 → {0, 1} — функция голосования:

maj(x, y, y) = maj(y, x, y) = maj(y, y, x) = y.

Так как при k = 2 все предикаты арности 6 2 сохраняются функцией
голосования, то по теореме ?? получаем:(

M ⊆ ESS2(6 2)
)
→
(
[M ]ess ⊆ ESS2(6 2)

)
.

Это означает, что для вычисления [M ]ess достаточно ограничиться ко-
нечным списком ?? операций семейства op1, . . . , op7, которые принимают
на вход предикаты арности 6 2 и возвращают предикат арности 6 2:(

∀M ⊆ ESS2(6 2)
) (

[M ]ess = [M ]??
)
.

Список ?? выглядит так:

op1,σ(p
(2))(x1, x2) = p(2)(x2, x1)

op2(p
(2))(x1) = p(2)(x1, x1)

op3(p
(2)
1 , p

(2)
2 )(x1, x2) = p

(2)
1 (x1, x2) ∧ p(2)2 (x1, x2)

op3(p
(2)
1 , p

(1)
2 )(x1, x2) = p

(2)
1 (x1, x2) ∧ p(1)2 (x1)

op4,1(p
(2))(x1) = ∃y1 p(2)(y1, x1)

op6(p
(2)
1 , p

(1)
2 )(x1) = ∃y

(
p
(2)
1 (y, x1) ∧ p(1)2 (y)

)
op7,2(p

(2)
1 , p

(2)
2 )(x1, x2) = ∃y

(
p
(2)
1 (y, x1) ∧ p(2)2 (y, x2)

)
(zhuk-ops-ar2 )

В этот список мы не включаем операции, возвращающие предикат ар-
ности 0, так как по нашему определению [M ]ess ⊇ {false(0), true(0)}.
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Лемма 6. Пусть k = 2 и M ⊆ R2(2). Тогда

from_ess“ [to_ess“ (M)]ess ⊆ [M ]weak.

Доказательство. Переформулируем лемму так:[{
from_ess (q) : q ∈ [to_ess“ (M)]ess

}]
perm ,conj

⊆ [M ]weak.

Так как [M ]perm ,conj ⊆ [M ]weak и

[to_ess“ (M)]ess = [to_ess“ (M)]??,

то достаточно доказать, что(
∀q ∈ [to_ess“ (M)]??

) (
from_ess (q) ∈ [M ]weak

)
.

Докажем этот факт индукцией по определению [ ]??.

1) а) from_ess (false(0)) = false(2) ∈ [M ]weak.
б) from_ess (true(0)) = true(2) ∈ [M ]weak.
в) from_ess (eq(2)) = eq(2) ∈ [M ]weak.

2) Пусть q ∈ to_ess“ (M). Докажем, что from_ess (q) ∈ [M ]weak.
а) Пусть q(2) ∈ to_ess“ (M). По определению to_ess тогда q(2) ∈

M . По определению from_ess тогда from_ess (q(2)) = q(2), и
поэтому from_ess (q(2)) ∈ [M ]ess.

б) Пусть q(1) ∈ to_ess (M). По определению to_ess тогда

q(1)(x1) = ∃y p(2)(x1, y) для некоторого p(2) ∈M.

(либо q(1)(x1) = ∃y p(2)(y, x1) — этот случай рассматривается
аналогично). По определению from_ess тогда

from_ess (q(1))(x1, x2) = q(1)(x1) = ∃y p(2)(x1, y) =
= ∃y

(
p(2)(x1, y) ∧ true(2)(y, x2)

)
=

= comp (p(2), true(2)) ∈ [M ]weak.

3) Пусть from_ess (p1) ∈ [M ]weak, from_ess (p2) ∈ [M ]weak, преди-
кат p может быть получен из предикатов p1, p2 как результат при-
менения (одной) операции списка ??. Докажем, что from_ess (p) ∈
[M ]weak.
В зависимости от операции, которая была применена, рассмотрим
случаи.
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а) Пусть p(2)(x1, x2) = p
(2)
1 (x2, x1). Тогда

from_ess (p(2)) = perm (p
(2)
1 ) ∈ [M ]weak.

Здесь и далее мы учитываем, что если p1 — предикат арно-
сти 2, то from_ess (p1) = p1, и поэтому p1 ∈ [M ]weak. Анало-
гично для p2.

б) Пусть p(1)(x1) = p
(2)
1 (x1, x1). Тогда

from_ess (p(1)) = intro_r (p(2)1 ) ∈ [M ]weak.

в) Пусть p(2)(x1, x2) = p
(2)
1 (x1, x2) ∧ p(2)2 (x1, x2). Тогда

from_ess (p(2)) = conj (p
(2)
1 , p

(2)
2 ) ∈ [M ]weak.

г) Пусть p(2)(x1, x2) = p
(2)
1 (x1, x2) ∧ p(1)2 (x1). Тогда

from_ess (p(2)) = conj (p
(2)
1 , from_ess (p(1)2 )) ∈ [M ]weak.

д) Пусть p(1)(x1) = ∃y1 p(2)1 (y1, x1). Тогда

from_ess (p(1)) = comp (perm (p
(2)
1 ), true(2)) ∈ [M ]weak.

е) Пусть p(1)(x1) = ∃y
(
p
(2)
1 (y, x1) ∧ p(1)2 (y)

)
. Тогда

from_ess (p(1)) =

= comp (perm (p
(2)
1 ), from_ess (p(1)2 )) ∈ [M ]weak.

ж) Пусть p(2)(x1, x2) = ∃y
(
p
(2)
1 (y, x1) ∧ p(2)2 (y, x2)

)
. Тогда

from_ess (p(2)) = comp (perm (p
(2)
1 ), p

(2)
2 ) ∈ [M ]weak.

4.6. Доказательство теоремы ?? для k = 2

Пусть M ⊆ R2(2). Доказательство даёт следующая цепочка соотноше-
ний:

[M ]weak ⊆ [M ]p.p.2

⊆ from_ess“ (to_ess“ [M ]p.p.2) (лемма ??)
⊆ from_ess“ ([to_ess“M ]p.p. ∩ ESS2(6 2)) (лемма ??)
⊆ from_ess“ [to_ess“M ]ess (теорема ??)
⊆ [M ]weak. (лемма ??)



208 С. В. Моисеев

Следствие 1. Пусть M ⊆ R2(2). Тогда

[M ]weak = from_ess“ [to_ess“M ]ess.
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