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Ключевые слова: случайные величины, сходимость, случай-
ное блуждание, хвостовые вероятности, закон больших чисел, «r-
быстро», «Φ-быстро», порядковые статистики, скорость сходимо-
сти.

Пусть {ζn} — последовательность случайных величин (с.в.) ∀ε > 0
χ(ε) = sup {n > 1; |ζn| > ε}.

Величина χ(ε) была введена В. Штрассеном [1] в связи с новым поня-
тием «r-быстрой» (r-quickly) сходимости последовательности с.в. {ζn}.
Определение 1 (Штрассен). Последовательность с.в. {ζn} при n→∞
«r-быстро» сходится к нулю (ζn → 0 «r-быстро»), если Eχr(ε) <∞ ∀ε >
0 и r > 0.

В случае ζn = n−1 (ξ1 + . . .+ ξn), где {ξn} — независимы и одинако-
во распределены в [1] установлено необходимое и достаточное условие
гарантирующее Eχr(ε) < ∞, ∀ε > 0, r > 0, исследована асимптоти-
ка хвостовых вероятностей χ(ε) при фиксированном ε > 0. Отметим,
что величину χ(ε) можно интерпретировать как момент последнего вы-
хода случайного блуждания за двусторонную линейную границу ±n ε.
Исследования В. Штрассена продолжались в работах [2–9] и других в
различных направлениях. Так, в [7] получен вариант «r-быстрой» сходи-
мости в известной теореме Колмогорова—Марцинкевича об усиленном
законе больших чисел, в [2], [8] рассматривалась приложения понятия
«r-быстрой» сходимости к задачам математической статистики и т. д.
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Наиболее общие результаты содержащие варианты «r-быстрой» схо-
димости усиленного закона больших чисел в форме теоремы Колмого-
рова—Марцинкевича и др. приведены в работе [5].

В настоящее время интересы специалистов вокруг приведенных ре-
зультатов расширяются, особую активность в этом направлении прояв-
ляют китайские, шведские специалисты (см. напр. [9]).

Предлагаемая работа, результаты которой в идейном отношении
близки к кругу описанных выше исследований, основываются нами пред-
ложенном в более общей форме определении «r-быстрой» сходимости
В. Штрассена.

Пусть ϕ(x) — некоторая неотрицательная функция, определенная на
[1,∞),

Φ(x) =

x∫
1

ϕ(t) dt.

Определение 2. Последовательность с.в. {ζn} при n →∞ «Φ-быстро»
сходится к нулю (ζn → 0 «Φ-быстро») если EΦ (χ(ε)) <∞, ∀ε > 0.

Сущность приведенного определения можно пояснить следующей
леммой, которая доказывается непосредственно. Введем следующий
класс функций

M = {ϕ(x) : ϕ(x) > 0, x ∈ [1,∞), − (1− δ1)
ϕ(x)

x
6 ϕ′(x) 6 δ2ϕ(x)

при x > x0 > 1 и некоторых δ1, δ2 > 0} .

Лемма 1. Пусть y = ±ε верхняя функция для последовательности
с.в.{ζn} и ϕ ∈M. Тогда

EΦ (χ(ε)) <∞, ∀ε > 0⇔

⇔ S(ε) =

∞∑
n=1

ϕ(n)P

(
sup
k>n
|ζk| > ε

)
<∞, ∀ε > 0.

Отсюда, легко понять, что

ζn → 0 «Φ-быстро» ⇒ ζn → 0 «r-быстро».

На основании леммы мы сможем сформулировать следующее экви-
валентное определение «Φ-быстрой» сходимости.
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Определение 3. Последовательность с.в. {ζn} при n →∞ «Φ-быстро»
сходится к нулю, если S(ε) <∞, ∀ε > 0.

Множества задач, основанные на определениях 2, 3 охватывают ши-
рокий круг проблем теории вероятностей и математической статистики,
связанные в частности, суммированиям с.в., имеющие разные природы
взаимосвязи.

В качестве подтверждения сказанного рассмотрим последователь-
ность независимых, одинаково распределенных с.в. ξ1, . . . , ξn, . . . и пусть
ξ
(k)
n , 1 6 k 6 n соответствующие порядковые статистики, расположенные
в порядке убывания.

Положим S(n, l) =
n∑

k=l+1

ξ
(k)
n , ζ

(l)
n = S(n,l)

H(n) , l > 0, где H(x) определен-

ная на [1,∞) положительная, строго возрастающая функция, ∀ε > 0

χ(ε, l) = sup {n > l; |S(n, l)| > εH(n)} .

Целью настоящей работы является описание класса функций распре-
деления ξ1 и классов функций ϕ(x) и H(x) в которых при n → ∞ и
фиксированном l > 0

ζn(l)→ «Φ-быстро».

Поведение S(n, l) изучалось по двум направлениям, которые в той или
иной степени сложились в многочисленных работах, появившихся при-
мерно за последние 50 лет. Первое направление относится к случаю, ко-
гда l = l(n) → ∞ при n → ∞. При различных предположениях на рост
l(n) доказаны различные предельные теоремы для S(n, l), в частности
доказана центральная предельная теорема с оценкой скорости сходимо-
сти [10–15] и др.

Во втором направлении при фиксированном l > 0 исследованы про-
блемы связанные с оценками скорости сходимости в законах больших
чисел и в законе повторного логарифма для S(n, l) с применениями в
граничных задачах для случайных блужданий [16–18] и др.

Приводимые ниже результаты данной работы относятся второму на-
правлению.

Положим Jl(ϕ,H) =
∞∑
n=1

ϕ(n) · nl+1P l+1 (|ξ1| > H(n)).

Теорема 1. Пусть выполнено условие lim
x→∞

sup H(c x)
H(x) < ∞, ∀c > 1 и

ϕ ∈M . Тогда

ζn(l)→ 0 «Φ-быстро» ⇒ Jl(ϕ,H) <∞.
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Доказательство достаточности утверждения Jl(ϕ,H) < ∞ требует
более детального рассмотрения различных соотношений между функци-
ями ϕ и H. Функции ϕ и H, для которых это будет установлено удобно
разбить на несколько классов в зависимости от убывания или возраста-
ния отношений

H l+1(x)

xl+2ϕ(x)
и

H2(l+1)(x)

xl+2ϕ(x)
.

Приводимое ниже утверждение является типичным по части доста-
точности Jl(ϕ,H) <∞.

Пусть

Ml =

{
ϕ : ϕ(x) > 0, x ∈ [1, ∞),

xϕ(x)

loglx · logl+1 log x
↑ ∞,

ϕ′(x) = O

(
ϕ(x)

x

)
(x→∞)

}
.

Теорема 2. Пусть ϕ ∈ Ml,
H(x)

x[xϕ(x)]
1

l+1
↓, H2(x)

x[xϕ(x)]
1

l+1
↑ и кроме того,

выполнено одно из следующих условий:
1) x−1H(x) ↑ ∞;
2) H(x) = x, Eξ1 = 0.

Тогда
Jl(ϕ,H) <∞⇒ ζn(l)→ 0 «Φ-быстро».
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