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Рассматриваются алгебраические системы, элементами кото-
рых являются отображения, реализуемые конечными автоматами.
По богатству примеров и выразительности средств автоматы порой
не уступают классическим алгебраическим системам. Полугруппы,
группы, кольца, а также функциональные системы автоматов поз-
волили решить ряд трудных математических проблем. Эти кон-
струкции приводятся в книге наряду с примерами конкретных ав-
томатов. Книга предназначена студентам, аспирантам, преподава-
телям и научным сотрудникам.
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Считается, что начало широкому потоку исследований конечных ав-
томатов и их обобщений положили работы Э. Мура и С. Клини [1].

Автомат является ядром каждого алгоритма, например, управляю-
щая головка машины Тьюринга — это конечный автомат с входом и вы-
ходом, так что изучение автоматов началось с момента появления работ
по теории алгоритмов. Можно сказать, что реализация любого алгорит-
ма связана с построением соответствующего конечного автомата.

Исследования по теории автоматов параллельно развивали направ-
ления, связанные, с одной стороны, с изучением языков, представимых
в автоматах, регулярных (в смысле Клини) множеств, а с другой — с
рассмотрением отображений множества слов во входном алфавите во
множество слов в выходном алфавите, которые реализуются автомата-
ми.

В данной книге в основном речь идет об автоматных отображениях. В
первой главе рассматриваются одноместные автоматные функции. Если
зафиксировать конечный алфавит A и рассмотреть множество иници-
альных автоматов, у которых A является входным и выходным алфави-
том, то на этом множестве можно определить операцию «умножения» —
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суперпозицию автоматных отображений. Операция последовательного
соединения (суперпозиции), очевидно, ассоциативна, и с алфавитом A
связана, таким образом, полугруппа APn (здесь n — мощность алфавита
A) — полугруппа автоматных отображений. В состояниях автоматов из
полугруппы APn реализуются подстановки из полугруппы Pn подстано-
вок на алфавите A. Эта полугруппа содержит в себе группу автоматных
подстановок ASn. В состояниях автоматов из группы ASn реализуются
перестановки из симметрической группы Sn перестановок на алфавите
A. Изучению многообразных и интересных свойств этих полугрупп и
групп посвящена первая глава.

В кратком обзоре приведены первые теоремы о полугруппах и груп-
пах автоматов — результаты 50-х – 60-х годов (Э. Мур, Дж. Рэни, Хореш,
Б. Чакань, Ф. Гечег, В.П. Заровный). Начиная с §3, излагаются резуль-
таты автора, доказывается теорема об отсутствии базиса в полугруппе
APn.

С каждым автоматом можно связать полугруппу отображений, по-
рожденную его инициальными подавтоматами. Примеры таких групп
разбираются в §4. Автоматы предоставляют большое разнообразие групп
даже при малом числе состояний, например, если каждому автомату с
тремя состояниями сопоставить группу, то получится 122 неизоморфных
группы. Один из этих автоматов порождает свободную группу. В §5 рас-
смотрен еще один пример свободной группы, которая порождена двумя
автоматами с тремя состояниями.

В следующем разделе рассказывается о решении проблемы Бернсай-
да для периодических групп средствами теории автоматов. Приведены
два автомата с тремя и восьмью состояниями, соответственно, порож-
дающие бесконечную периодическую группу. Этот пример стал впослед-
ствии источником многих других примеров.

Одной из интересных и до сих пор нерешенных проблем в теории
автоматов является проблема порядка элемента в группе автоматных
подстановок. В §7 изложены некоторые продвижения в решении этой
задачи, в частности, решение для абелевых групп. Первая глава завер-
шается теоремой о структуре группы линейных автоматов.

Во второй главе рассматриваются автоматные функции многих пе-
ременных. Теперь автоматы могут иметь несколько входов, на которые
подаются буквы входного алфавита. Определив операции суперпозиции
и обратной связи, получаем функциональные системы, элементами кото-
рых являются многоместные автоматные отображения — ограниченно-
детерминированные функции многих переменных. Вторая глава начина-
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ется с напоминания первых теорем о свойствах таких функций. В обзоре
первых результатов по проблеме выразимости в системах автоматных
функций многих переменных приведена работа В.Б. Кудрявцева, в ко-
торой он построил пример функциональной системы с бесконечным мно-
жеством предполных классов и алгоритмически разрешимой проблемой
полноты конечных систем.

В §11 приведена теорема о c-полных системах функций, построен-
ные в ней системы используются во многих конструкциях второй главы.
Далее рассматривается класс функций P (1) многих переменных, реали-
зуемых автоматами, у которых в каждом состоянии выходная функция
зависит от одной переменной. Доказывается существование алгоритма,
который для конечной системы функций S ∈ AP2 проверяет полноту
системы {P (1) ∪ S}. В то же время оказывается, что существует конти-
нуальное семейство предполных классов, каждый из которых содержит
P (1).

В §4 приводится доказательство теоремы Д.Н. Бабина о полноте от-
носительно суперпозиции множество a-функций двух переменных. Зада-
чи выразимости и декомпозиции тесно связаны, и декомпозиции автома-
тов посвящен §13. Здесь приводятся теоремы, которые позволяют рас-
ширить класс систем a-функций, применяемых для построения полных
систем. В отличие от оператора композиции, когда имеются операции су-
перпозиции и обратной связи, оператор суперпозиции может порождать
такие замкнутые классы, которые не содержатся ни в одном из макси-
мальных классов. Пример такого класса был указан Д.Н. Бабиным.

Третья глава отражает связь теории автоматов с теорией чисел.
Представления числовых колец автоматными функциями получаются,
если рассмотреть p-адические автоматы, а в качестве операций в этих
кольцах также использовать автоматы. Входные последовательности
автоматов можно рассматривать как p-адические (целые) числа. Из
автомата-сумматора p-адических чисел с помощью суперпозиции и об-
ратной связи получается класс линейных p-адических автоматов, вы-
числяющих линейные функции. Структура внутренних полугрупп од-
номестных p-адических автоматов рассматривается в §15. Множество p-
адических автоматов образует кольцо, изоморфное кольцу рациональ-
ных чисел, знаменатели которых не делятся на p.

Это дает возможность построить представление кольца матриц, эле-
менты которых являются рациональными числами. При этом строится
представление кольца целочисленных матриц и, в частности, свободной
группы матриц. На этом пути возникает возможность с помощью ав-
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томатных отображений изучить широкий круг алгебраических систем.
Таким образом, в книге приводятся первые теоремы теории автоматов,
относящиеся к данному направлению, а далее излагаются, в основном,
результаты автора, полученные им начиная с 1965 года. В книгу также
включен ряд результатов учеников автора.

На начальном этапе развития теории автоматных отображений глав-
ное внимание уделялось «внутренним» вопросам теории автоматов — в
основном, задачам выразимости в функциональных системах. Алгебра-
ическая тематика, задачи из теории групп и других алгебраических си-
стем начали активно решаться после появления работы [13], посвящен-
ной проблеме Бернсайда о периодических группах. Со временем выяс-
нилось, что по богатству примеров и выразительности средств автоматы
порой не уступают классическим алгебраическим системам. Изучение
алгебраических систем автоматов в последние десятилетия приобрело
новую динамику, ряд результатов нами упомянут в Заключении.
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