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В статье дается краткое введение в ансамбли класси-
фикаторов в машинном обучении и описывается алгоритм,
повышающий качество классификации за счет рекоменда-
ции классификаторов объектам. Гипотеза, заложенная в
основу алгоритма, состоит в том, что классификатор ско-
рее правильно классифицирует объект, если он правильно
предсказал метки соседей этого объекта из обучающей вы-
борки. Автор иллюстрирует принцип алгоритма на простом
примере и описывает тестирование на реальных данных..

Введение

Тема ансамблевых методов хорошо изучена в ма-
шинном обучении. Подобные системы в разных статьях по-
являются под разными именами: смесь экспертов (mixture
of experts), committee machines, ансамбли классификаторов
(classifier ensembles), смесь классификаторов (classifier fusion)
и прочими.

В основе всех подобных систем лежит идея обучения
нескольких (базовых) классификаторов на одной и той же
обучающей выборке и комбинации их предсказаний для но-
вых тестируемых объектов [1]. Математическим обосновани-
ем этой идеи служит теорема Кондорсье о жюри присяжных
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(the Condorcet’s jury theorem), датируемая еще XVIII веком.
Согласной этой теореме, если каждый присяжный в среднем
вероятнее всего судит о виновности обвиняемого верно, неже-
ли ошибочно, то вердикт большинства заслуживает доверия.
В пределе вероятность того, что большинство присяжных про-
голосует правильно, стремится к 1 по мере увеличения числа
присяжных. Таким же образом, имея несколько слабых класси-
фикаторов (под слабостью классификатора имеется в виду, что
его ошибка на обучающей выборке менее 50%, но более 0%),
можно объединить их предсказания и достичь более высокой
точности классификации объектов из тестовой выборки.

Среди наиболее известных ансамблевых методов класси-
фикации выделим бэггинг (bagging) [2], бустинг (boosting)
[3], случайные леса (random forests) [4] и стекинг (stacked
generalization, stacking) [5].

В данной статье автор представляет еще один алгоритм по-
добного рода, основанный на рекомендации классификаторов —
RCE (Recommender-based Classifier Ensemble). В основе алго-
ритма лежит предположение, что классификатор скорее всего
правильно классифицирует объект, если он правильно предска-
зал метки соседей этого объекта из обучающей выборки.

Ансамблевые методы классификации

В данной главе мы рассматриваем три известных типа
ансамблевых алгоритмов классификации.

Бэггинг

Исследователи, занимающиеся статистикой, уже давно ис-
пользуют метод, называемый “bootstrap sampling”, что условно
может быть переведено на русский как “вариация загрузочной
выборки”. Одно из воплощений этой идеи в машинном обуче-
нии - “bootstrap aggregating”, или сокращенно “bagging”, то есть
объединение результатов при различных загрузках.

Идея бэггинга состоит в том, что при отсутствии большой
обучающей выборки можно создавать много случайных выбо-
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рок из исходной простым выбором с замещением. Хотя эле-
менты в выборках могут пересекаться или дублироваться, на
практике все же результаты объединения по многим выборкам
оказываются точнее, чем только по одной начальной. Метод так
называется, поскольку он объединяет результаты предсказания
различных классификаторов, обученных на случайных подмно-
жествах.

Бэггинг оказывается полезен только в случае разных класси-
фикаторов и нестабильности, когда малые изменения в началь-
ной выборке приводят к существенным изменениям классифи-
кации [2].

Бустинг

В работе 1984 года [6] были представлены теоретиче-
ские основы PAC-модели вероятно почти корректного обуче-
ния (Probably Approximately Correct), при котором рассматри-
валась возможность улучшить алгоритм классификации с помо-
щью нескольких слабых классификаторов.

В 1989 году Шапир (Shapire) первым придумал такой ал-
горитм с полиномиальной сложностью и опубликовал в статье
с ярким названием “Сила слабого обучения” [7], а через год
Фрейнд (Freund) разработал более эффективную реализацию
[3], которая стала основой алгоритма AdaBoost, представленно-
го в 1995 году Шапиром и Фрейндом уже вместе.

Бустинг (boosting, улучшение) — это процедура последова-
тельного построения композиции алгоритмов машинного обу-
чения, когда каждый следующий алгоритм стремится компен-
сировать недостатки композиции всех предыдущих алгоритмов.
Бустинг представляет собой жадный алгоритм построения ком-
позиции алгоритмов. Изначально понятие бустинга возникло в
работах по вероятно почти корректному обучению в связи с во-
просом: возможно ли, имея множество плохих (незначительно
отличающихся от случайных) алгоритмов обучения, получить
хороший.

В течение последних 10 лет бустинг остается одним из наи-
более популярных методов машинного обучения наряду с ней-
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ронными сетями и машинами опорных векторов. Основные при-
чины — простота, универсальность, гибкость (возможность по-
строения различных модификаций), и, главное, высокая обоб-
щающая способность.

Бустинг над решающими деревьями считается одним из наи-
более эффективных методов с точки зрения качества класси-
фикации. Во многих экспериментах наблюдалось практически
неограниченное уменьшение частоты ошибок на независимой
тестовой выборке по мере наращивания композиции. Более то-
го, качество на тестовой выборке часто продолжало улучшаться
даже после достижения безошибочного распознавания всей обу-
чающей выборки. Это перевернуло существовавшие долгое вре-
мя представления о том, что для повышения обобщающей спо-
собности необходимо ограничивать сложность алгоритмов. На
примере бустинга стало понятно, что хорошим качеством могут
обладать сколь угодно сложные композиции, если их правильно
настраивать.

Впоследствии феномен бустинга получил теоретическое
обоснование. Оказалось, что взвешенное голосование не увели-
чивает эффективную сложность алгоритма, а лишь сглаживает
ответы базовых алгоритмов. Количественные оценки обобщаю-
щей способности бустинга формулируются в терминах отступа.
Эффективность бустинга объясняется тем, что по мере добав-
ления базовых алгоритмов увеличиваются отступы обучающих
объектов. Причем бустинг продолжает раздвигать классы да-
же после достижения безошибочной классификации обучающей
выборки.

К сожалению, теоретические оценки обобщающей способно-
сти дают лишь качественное обоснование феномену бустинга.
Хотя они существенно точнее более общих оценок Вапника-
Червоненкиса, все же они сильно завышены, и требуемая длина
обучающей выборки оценивается величиной порядка 104 . . . 106.
Более основательные эксперименты показали, что иногда бу-
стинг все же переобучается.1

1http://www.machinelearning.ru/wiki/index.php?title=Бустинг
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Стекинг

Стековое обобщение (stacked generalization), или просто сте-
кинг (stacking) — еще один способ объединения классификато-
ров, вводящий понятие мета-алгоритма обучения. В отличие от
бэггинга и бустинга, при стекинге используются классификато-
ры разной природы. Идея стекинга такова [5]:

1) разбить обучающую выборку на два непересекающихся
подмножества;

2) обучить несколько базовых классификаторов на первом
подмножестве;

3) тестировать базовые классификаторы на втором подмноже-
стве;

4) используя предсказания из предыдущего пункта как вход-
ные данные, а истинные классы объектов как выход, обу-
чить мета-алгоритм.

Основные определения Анализа Формальных По-
нятий

Формальный контекст — это тройка K = (G,M, I),
где G — множество объектов, M — признаков, а бинарное от-
ношение I ⊆ G×M определяет, какой объект каким признаком
обладает. Предикат gIm означает, что объект g имеет признак
m. Для подмножеств множеств объектов и признаков A ⊆ G и
B ⊆M операторы Галуа определяются следующим образом:

A′ = {m ∈M | gIm для всех g ∈ A},
B′ = {g ∈ G | gIm для всех m ∈ B}.
Оператор ′′ (применение оператора ′ дважды) называется

оператором замыкания. Множество объектов A ⊆ G, таких
что A′′ = A, называется замкнутым.

Пара (A,B), такая что A ⊂ G,B ⊂ M,A′ = B и B′ = A,
называется формальным понятием контекста K. Множества A
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и B замкнуты и называются объемом и содержанием формаль-
ного понятия (A,B) соответственно. Для множества объектов
A множество их общих признаков A′ определяет сходство объ-
ектов множества A, а замкнутое множество A′′ есть множество
схожих объектов (с общими признаками из A′).

Общее число формальных понятий контекста K = (G,M, I)
довольно существенно: в худшем случае 2min{|G|,|M |}. Существу-
ют способы уменьшения этого количества, например, отбор по-
нятий по стабильности или индексу мощности объема [9].

В контексте (G,M, I) понятие X = (A,B) более и столь же
общее, как понятие Y = (C,D) (или X ≤ Y ), если A ⊆ C или,
эквивалентно, D ⊆ B. Для двух понятий X и Y , таких что
X ≤ Y и не существует понятия Z: Z 6= X,Z 6= Y,X ≤ Z ≤ Y ,
понятие X называется соседом снизу понятия Y , а Y , соответ-
ственно - соседом сверху понятия X. Это отношение обознача-
ется как X ≺ Y . Формальные понятия, упорядоченные этим от-
ношением, образуют полную решетку понятий, которая может
быть представлена диаграммой Хассе [10]. Несколько алгорит-
мов построения формальных понятий и их решеток (включая
Close by One) рассмотрены также в [10].

Некоторые примеры формальных понятий и решеток, а также
примеры их применения в приложениях анализа данных можно
найти в [8] и [11]. При описании алгоритма RCE на искусствен-
ном наборе данных также демонстрируется применение аппара-
та АФП в реальной задаче.

Однако, в некоторых приложениях нет необходимости нахо-
дить все формальные понятия или строить всю решетку поня-
тий. Решетки понятий, которые могут включать только частые
формальные понятия, называются айсбергами (iceberg lattices).
Было показано, что они могут служить компактным представле-
нием ассоциативных правил и частых множеств признаков [11].

Мы упростили алгоритм Close by One, так что он находит
только самое верхнее формальное понятие и его ближайших
соседей снизу. Описание оригинального алгоритма и его упро-
щенной версии остается за рамками данной статьи.
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RCE

В этой главе мы описываем ансамблевый метод машин-
ного обучения, основанный на рекомендации классификаторов
— Recommender-based Classifier Ensemble (RCE). Псевдокод ал-
горитма представлен в листинге 1.

Вход алгоритма:

1) Xtrain, ytrain — обучающая выборка, Xtest — тестовая вы-
борка;

2) C = {cl1, cl2, ..., clK} — множество K базовых классифика-
торов;

3) sim(x1, x2) — функция сходства объектов, определенная в
пространстве признаков. Это может быть расстояние Мин-
ковского (включая Хэмминга и Евклидово), расстояние,
взвешенное важностью признаков, и другие;

4) k, n_fold - параметры, смысл которых проясняется ниже;

5) topCbO(context) - функция для нахождения верхнего фор-
мального понятия формального контекста и его ближай-
ших соседей снизу.

Алгоритм состоит из следующих шагов:

1) Скользящий контроль на обучающей выборке. Все K клас-
сификаторов обучаются на (n_folds − 1) частях обучаю-
щей выборки Xtrain. Затем формируется классификацион-
ная таблица (контекст), в которой крест для объекта i и
классификатора clj ставится, если clj правильно предска-
зал метку объекта i, обучившись на (n_folds − 1) частях
обучающей выборки, не включающих объект i;

2) Запуск базовых классификаторов. Все K классификаторов
обучаются на всей выборке Xtrain. Затем формируется таб-
лица (контекст) предсказаний для тестовой выборки, в ко-
торой позиция (i, j) содержит метку, предсказанную клас-
сификатором clj для объекта i;
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3) Нахождение верхних формальных понятий классификаци-
онного контекста. Запускается алгоритм topCbO для на-
хождения верхнего формального понятия классификацион-
ного контекста и его ближайших соседей снизу. Объемы
этих понятий имеют максимальное число объектов, а со-
держания — минимальное число классификаторов;

4) Нахождение соседей объектов из тестовой выборки Xtest.
Эти объекты обрабатываются один за другим. Для каж-
дого объекта из тестовой выборки Xtest находятся k его
ближайших соседей из обучающей выборки Xtrain соглас-
но определенной метрике sim(x1, x2). Обозначим множе-
ство этих соседей просто через Neighbors. Затем нахо-
дится формальное понятие классификационного контекста,
чей объем имеет максимальное пересечение с множеством
Neighbors. Если содержание самого верхнего понятия пу-
стое (то есть ни один классификатор не предсказал пра-
вильно метки всех без исключения объектов из Xtrain, что
чаще всего и имеет место для реальных данных), то верх-
нее понятие {G, ∅} игнорируется. Таким образом выбира-
ется формальное понятие классификационного контекста,
содержание которого — множество классификаторов, кото-
рое мы назовем Csel;

5) Классификация. Если Csel состоит всего из одного класси-
фикатора, то для текущего объекта из Xtest предсказыва-
ется класс, совпадающий с предсказанием этого классифи-
катора. Если выбраны несколько классификаторов (|Csel| >
1), то конечное предсказание определяется с помощью го-
лосования большинством среди этих классификаторов.

Искусственный пример

Принцип алгоритма мы продемонстрируем на искус-
ственном наборе данных, представленном таблицей 1. Рассмат-
ривается задача бинарной классификации с 8 объектами, со-
ставляющими обучающую выборку, и 2 — тестовую. Каждый
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Таблица 1: Пример набора данных из 10 объектов с 4 бинарными
признаками и бинарным целевым классом

G/M m1 m2 m3 m4 Label
1 × × × 1
2 × × 1
3 × × 0
4 × × × 1
5 × × × 1
6 × × × 0
7 × × × 1
8 × × 0
9 × × × × ?
10 × × ?

объект имеет четыре бинарных признака и бинарный целевой
класс. Мы обучаем 4 классификатора на данной обучающей вы-
борке и предсказываем целевой класс для объектов 9 и 10.

Согласно традиции АФП, обозначим через G = {1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, 10} — множество объектов, Gtest = {9, 10} — тесто-
вую выборку, Gtrain = G\Gtest — обучающую выборку, M =
{m1,m2,m3,m4} — множество признаков, C = {cl1, cl2, cl3, cl4}
— множество классификаторов.

Здесь мы применяем скользящий контроль “Оставь одного”
(leave-one-out cross-validation) для 4 классификаторов. Заполня-
ется таблица 2, в которой крест для объекта i и классифика-
тора clj ставится, если clj правильно предсказал метку объекта
i в процессе скользящего контроля. Например, крест в табли-
це для объекта 3 и классификатора cl4 означает, что cl4 пра-
вильно классифицировал объект 3 после обучения на осталь-
ных объектах из обучающей выборки, то есть на множестве
Gtrain\{3} = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8}

Таблицу 2 можно рассматривать как формальный контекст с
объектами G и признаками C (то есть теперь классификаторы
выступают в роли признаков). Назовем этот контекст классифи-
кационным.
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Таблица 2: Классификационный контекст

G/C cl1 cl2 cl3 cl4
1 × × ×
2 × ×
3 × ×
4 × ×
5 × ×
6 × × ×
7 × ×
8 × × ×

Как было упомянуто, число формальных понятий формаль-
ного контекста K = (G,M, I) может быть велико — в худшем
случае экспоненциально по отношению к min{|G|, |M |}. Для
алгоритма RCE нужна не вся решетка, а только ее верхнее по-
нятие и его ближайшие соседи снизу (рис. 1).

Вот эти верхние понятия классификационного контекста:

• {G, ∅};

• {[1, 3, 5, 6], cl1};

• {[2, 4, 5, 6, 7, 8], cl2};

• {[1, 2, 4, 8], cl3};

• {[1, 3, 6, 7, 8], cl4}.

Рис. 1: Верхние понятия классификационного контекста
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Таблица 3: Рекомендация классификаторов для объектов из тестовой
выборки Gtest

Gtest 9 10
1 ближ. сосед 4 1
2 ближ. сосед 5 6
3 ближ. сосед 7 8
Соседи {4, 5, 7} {1, 6, 8}
Понятие
класс. контек-
ста

{[2, 4, 5, 6, 7, 8],
cl2}

{[1, 3, 6, 7, 8],
cl4}

Рекомендуемый
классифика-
тор

cl2 cl4

Для классификации объектов из Gtest сначала найдем k их
ближайших соседей из Gtrain согласно некоторой метрике сход-
ства объектов. Здесь мы берем k = 3 и используем метрику
Хэмминга. При таких условиях 3 ближайших соседа объекта 9
— объекты 4, 5 и 7, а 10 – 1, 6 и 8.

Далее находим максимальные пересечения множеств этих
соседей Neighb9 = {4, 5, 7} и Nieghb10 = {1, 6, 8} с объемами
формальных понятий классификационного контекста, представ-
ленными выше (игнорируя {G, ∅}). Содержания (то есть клас-
сификаторы) соответствующих понятий — это рекомендуемые
классификаторы для рассматриваемых объектов из Gtest. Про-
цесс рекомендации классификаторов компактно представлен в
таблице 3 (под “понятием класс. контекста” имеется в виду
формальное понятие классификационного контекста, чей объем
имеет максимальное пересечение со множеством соседей).

Наконец, RCE предсказывает для объектов 9 и 10 те же
метки, что и классификаторы cl2 и cl4 соответственно.

Напоследок сделаем несколько замечаний:

1) Мы бы не проигнорировали верхнее понятие классифика-
ционного контекста с объемом G, если бы его содержание
не было пусто. То есть если бы верхнее понятие имело
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вид {G, clj}, это означало бы, что clj правильно класси-
фицировал все объекты из обучающей выборки в процессе
скользящего контроля, и тогда мы рекомендовали бы его
как лучший и для объектов их тестовой выборки;

2) Также может возникнуть ситуация, что два и более клас-
сификатора проявили себя одинаково хорошо на скользя-
щем контроле при классификации объектов из Gtrain. Это
бы означало, что соответствующие колонки в классифи-
кационной таблице одинаковы, а следовательно, содержа-
ние некоторого формального понятия классификационного
контекста содержит более одного классификатора. В таком
случае нет никаких причин предпочитать один классифи-
катор другому при обработке объектов из тестовой выбор-
ки, а потому метка для соответствующего объекта опреде-
лится в результате голосования большинством среди этих
одинаково себя проявивших классификаторов;

3) Здесь мы рассматривали входной набор данных с бинар-
ными признаками и целевым классом, однако идея RCE
распространяется и на случаи числовых признаков и зада-
чи с несколькими целевыми классами.

Эксперименты

Описанный выше алгоритм был реализован на языке
Python версии 2.7.3 и запускался на 2-процессорной машине
(Core i3-370M, 2.4 Ггц) с 3.87 GB ОЗУ.

Мы использовали 3 набора данных из репозитория UCI —
mushrooms, ionosphere и digits.2. Каждый из наборов данных
был поделен на обучающую и тестовую выборки в пропорции
70:30.

На этих данных были обучены 3 классификатора из библио-
теки SCIKIT-LEARN (написана на Python [12]), которые также
служили базовыми алгоритмами для RCE. Это были машина

2http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets
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Таблица 4: Точность классификации 6 алгоритмов на 3 наборах дан-
ных UCI

Алгоритм,
набор
данных

mushrooms ionosphere digits

SVM
с RBF-
ядром

0.998
(C=1,
γ = 0.02)

0.931
(C=10,
γ = 0.01)

0.865
(C=104,
γ =
0.02)

Логистич.
регрессия

0.959
(C=1)

0.832
(C=10)

0.854
(C=103

kNN
(евклид.)

0.989
(k=5)

0.666
(k=3)

0.811
(k=3)

RCE
(k=2,
n_folds=4)

0.998 0.946 0.917

Bagging
SVM
50 выбо-
рок

0.999
(C=1,
γ = 0.02)

0.999
(C=10,
γ = 0.01)

0.878
(C=104,
γ =
0.02)

AdaBoost
on
decision
stumps,
50 итера-
ций

0.873 0.997 0.889
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опорных векторов (Support Vector Machine, SVM) c гауссовым
ядром (svm.SVC() в Scikit), логистическая регрессия
(sklearn.linear_model.LogisticRegression()) и k ближайших сосе-
дей
(sklearn.neighbors.classi�cation.
KNeighborsClassi�er()).

Точность классификации для каждого алгоритма и набора
данных предствлена в таблице 4. Более того, для сравнения
представлены результаты для Scikit-версии бэггинга с SVM в
качестве базового классификатора и AdaBoost на основе реша-
ющих деревьев глубины 1 (decision stumps).

Как видно, во всех 3 случаях RCE превзошел свои базовые
классификаторы и оказался лучше бэггинга и бустинга только
в случае задачи классификации с несколькими целевыми клас-
сами.
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Алгоритм 1 Ансамблевый метод машинного обучения, основанный на
рекомендации классификаторов
Вход: Xtrain, ytrain, Xtest — обучающая и тестовая выборки,
C = {cl1, cl2, ..., clK} — базовые классификаторы,
topCbO(context, n) — функция для нахождения верхнего формального
понятия формального контекста и его ближайших соседей снизу,
sim(x1, x2) — метрика сходства объектов,
k — параметр (число ближайших соседей),
n_fold — параметр (число разбиений обучающей выборки при
скользящем контроле)
Выход: ytest — предсказанные метки для объектов из
Xtest

train_class_context = [ ][ ] — двумерный массив
test_class_context = [ ][ ] — двумерный массив
for i ∈ 0 . . . len(Xtrain)− 1 do
for cl ∈ 0 . . . len(C)− 1 do
классификатор cl обучается на (n_fold− 1) частях обучающей
выборки, не включающих Xtrain[i]
pred = предсказанная классификатором cl метка для Xtrain[i]
train_class_context[i][cl] = (pred == ytrain[i])

end for
end for
for cl ∈ 0 . . . len(C)− 1 do
классификатор cl обучается на всей обучающей выборке Xtrain

pred = предсказанные классификатором cl метки для объектов из
Xtest

test_class_context[:][cl] = pred
end for
top_concepts = topCbO(class_context)
for i ∈ 0 . . . len(Xtest)− 1 do
Neighbors = k ближайших соседей объекта Xtest[i] из Xtrain со-
гласно метрике sim(x1, x2)
concept = argmax(c.extent ∩ Neighbors), c ∈ top_concepts
Csel = concept.intent
labels = предсказания для Xtest[i], сделанные классификаторами
из Csel

ytest[i] = argmax(count_freq(labels))
end for
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Заключение

В данной статье мы описали идею, лежащую в осно-
ве ансамблевых методов классификации в машинном обучении,
вкратце описали бэггинг, бустинг и стекинг. Затем мы предста-
вили подобную систему, которая показала более высокую точ-
ность классификации, чем ее базовые классификаторы, а также
две конкретные реализации бэггинга и AdaBoost в задаче клас-
сификации с несколькими целевыми классами.

Дальнейшая работа над алгоритмом планируется по следую-
щим направлениям:

• изучение влияния различных метрик сходства объектов
(как, например, основанные на важности признаков или
приросте информации) на производительность алгоритма;

• экспериментирование над различными типами базовых для
RCE классификаторов;

• исследование условий, при которых предпочтительно ис-
пользование RCE. В частности, когда он превосходит бэг-
гинг и бустинг;

• работа над временной сложностью алгоритма;

• исследование проблемы переобучения для данного алго-
ритма.
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Recommender-based Classifier Ensemble

Y. S. Kashnitsky, D.I. Ignatov

The paper makes a brief introduction into multiple
classifier systems and describes a particular algorithm
which improves classification accuracy by making a
recommendation of an algorithm to an object. This
recommendation is done under a hypothesis that a classifier
is likely to predict the label of the object correctly if it has
correctly classified its neighbors. The process of assigning a
classifier to each object involves here the apparatus of Formal
Concept Analysis. We explain the principle of the algorithm
on a toy example and describe experiments with real-world
datasets.
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