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1. Введение

Понятие вероятностного автомата впервые было сформулиро-
вано в 1963 г. в основополагающей работе М. Рабина [1]. Данное по-
нятие было предназначено главным образом для изучения вопросов
представимости регулярных языков вероятностными автоматами. За-
тем это понятие было обобщено до такого понятия, которое позволило
моделировать вероятностные преобразователи информации. Опреде-
ление вероятностного автомата в общей форме было введено незави-
симо в работах Дж. Карлайла [2], Р. Г. Бухараева [3], и П. Штарке [4].
Одним из частных случав общего понятия вероятностного автомата
является рассматриваемое в настоящей работе понятие вероятност-
ного автомата Мура с числовым выходом.

Главный результат работы (теорема 1) представляет собой уси-
ление критерия реализуемости функций на строках вероятностными
автоматами, изложенного в [5] (теорема 2.4.3, с. 76). Суть этого кри-
терия заключается в следующем. Вводятся понятия множества Sf

состояний функции на строках f и опорного множества для Sf . Кри-
терий имеет следующий вид: функция на строках f реализуется в
конечном вероятностном автомате тогда и только тогда, когда суще-
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ствует конечное опорное множество для Sf , выпуклое относительно
полугруппы всех вращений. Проверка данного критерия представ-
ляется затруднительной по той причине, что для этого необходимо
вычислить всё множество Sf , что сложно сделать в том случае, ко-
гда данное множество является бесконечным. Доказательство этого
критерия основано на представлении функций на строках как то-
чек счетномерного линейного пространства с индексацией координат
элементами множества строк. В доказательстве используются беско-
нечномерные матрицы, индексированные парами строк.

Сформулированный и доказанный в настоящей работе критерий
реализуемости функций на строках в вероятностных автоматах Мура
с числовым выходом имеет следующий вид: функция на строках реа-
лизуема конечным вероятностным автоматом Мура с числовым выхо-
дом тогда и только тогда, когда она принадлежит выпуклой оболочке
некоторого конечного множества функций на строках, устойчивого
относительно сдвигов. Доказательство этого критерия имеет суще-
ственно более простой вид, чем доказательство критерия, сформули-
рованного в предыдущем абзаце, и не использует бесконечномерных
матриц.

2. Вспомогательные понятия

2.1. Случайные функции и распределения

Пусть задана пара множеств X,Y . Случайной функцией (СФ)

из X в Y называется произвольная функция f вида

f : X × Y → [0, 1], (1)

такая, что ∀x ∈ X множество {y ∈ Y | f(x, y) > 0} конечно или
счётно, и ∀x ∈ X

∑

y∈Y
f(x, y) = 1.

Для любых x ∈ X и y ∈ Y значение f(x, y) можно интерпретиро-
вать как вероятность того, что СФ f отображает x в y.

Если f — СФ из X в Y , то мы будем обозначать этот факт записью
f : X →

r
Y . Мы будем называть X областью определения СФ f ,

а Y — областью значений СФ f .
СФ (1) называется детерминированной, если для каждого x ∈

X существует единственный y ∈ Y , такой, что f(x, y) = 1. Если f —



Критерий реализуемости функций на строках 177

детерминированная СФ вида (1), и x, y — такие элементы X и Y соот-
ветственно, что f(x, y) = 1, то мы будем говорить, что f отображает

x в y.
СФ называется конечной (КСФ), если её область определения

и область значений являются конечными множествами.

Пусть задана КСФ f : X →
r

Y , и на X и Y заданы упорядочения

их элементов, которые имеют вид (x1, . . . .xm) и (y1, . . . , yn) соответ-
ственно. Тогда f можно представить в виде матрицы (обозначаемой
тем же символом f)

f =





f(x1, y1) . . . f(x1, yn)
. . . . . . . . .

f(xm, y1) . . . f(xm, yn)



 . (2)

Ниже мы будем отождествлять каждую КСФ f с соответствую-
щей ей матрицей (2). Мы будем предполагать, что для каждого мно-
жества X, являющегося областью определения или областью зна-
чений какой-либо из рассматриваемых КСФ, на X задано фикси-
рованное упорядочение его элементов. Таким образом, для каждой
рассматриваемой КСФ соответствующая ей матрица определена од-
нозначно.

Вероятностным распределением (или просто распределе-

нием) на множестве X называется СФ вида ξ : 1 →
r

X, где 1 —

множество, состоящее из одного элемента, который мы будем обозна-
чать символом e. Совокупность всех распределений на X мы будем
обозначать записью X△. Для каждого x ∈ X и каждого ξ ∈ X△

значение ξ(e, x) мы будем обозначать более коротко записью xξ. Для
каждого x ∈ X мы будем обозначать записью ξx распределение из

X△, определяемое следующим образом: ∀ y ∈ X yξx
def
= 1, если y = x,

и yξx
def
= 0, если y 6= x.

2.2. Строки и функции на строках

Для каждого множества X мы будем обозначать записью X∗ со-
вокупность всех конечных строк, компонентами которых являются
элементы X. Множество X∗ содержит пустую строку, она обозна-
чается символом ε. Для каждого x ∈ X строка, состоящая из одного
этого элемента, обозначается той же записью x. Для каждой строки
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u ∈ X∗ её длиной называется количество компонентов этой стро-
ки. Длина пустой строки равна нулю. Длина строки u обозначается
записью |u|. Для каждой пары строк u, v ∈ X∗ их конкатенацией

называется строка, обозначаемая записью uv и определяемая следу-

ющим образом: uε
def
= εu

def
= u, и если u = x1 . . . xn и v = x′1 . . . x

′
m, то

uv
def
= x1 . . . xnx

′
1 . . . x

′
m.

Функцией на строках из X∗ мы будем называть произвольную
функцию вида f : X∗ → R (где символ R обозначает множество
действительных чисел). Совокупность всех функций на строках из
X∗ мы будем обозначать записью R

X∗

.
На множестве R

X∗

определены следующие операции.

• Для функций f1, f2 ∈ R
X∗

их сумма f1 + f2 определяется сле-
дующим образом:

∀u ∈ X∗
(f1 + f2)(u)

def
= f1(u) + f2(u).

• Для каждого a ∈ R и каждой функции f ∈ R
X∗

произведение

af определяется следующим образом:

∀u ∈ X∗
(af)(u)

def
= af(u).

Множество R
X∗

можно рассматривать как векторное простран-
ство над R относительно определённых выше операций сложения
и умножения на числа из R. Для каждого Γ ⊆ R

X∗

выпуклой

оболочкой множества Γ называется подмножество C(Γ) ⊆ R
X∗

, со-

стоящее всех выпуклых комбинаций
n
∑

i=1

aifi, где ∀ i = 1, . . . , n ai ∈

[0, 1], fi ∈ Γ,
n
∑

i=1

ai = 1.

3. Вероятностные автоматы Мура

3.1. Понятие вероятностного автомата Мура

Вероятностный автомат (ВА) Мура — это шестерка A вида

A = (X,Y, S, δ, λ, ξ0) (3)

компоненты которой имеют следующий смысл.
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1) X, Y и S — конечные множества, элементы которых называют-
ся соответственно входными сигналами, выходными сиг-

налами и состояниями ВА A.

2) δ — СФ вида P : S ×X →
r

S, называемая фунцией перехода

ВА A. ∀ (s, x, s′) ∈ S ×X ×S значение δ(s, x, s′) понимается как
вероятность того, что

• если в текущий момент времени (t) A находится в состоя-
нии s, и в этот момент времени на его вход поступил сигнал
x,

• то в следующий момент времени (t+1) A будет находиться
в состоянии s′.

3) λ — СФ вида P : S →
r

Y , называемая фунцией выхода ВА

A. ∀ (s, y) ∈ S × Y значение λ(s, y) понимается как вероятность
того, что если в текущий момент времени A находится в со-
стоянии s, то в этот момент времени выходной сигнал A равен
y.

4) ξ0 — распределение на S, называемое начальным распреде-

лением ВА A. ∀ s ∈ S значение sξ
0

понимается как вероятность
того, что в начальный момент времени (t = 0) ВА A находится
в состоянии s.

Пусть A = (X,Y, S, δ, λ, ξ0) — ВА Мура, и упорядочение множе-
ства S его состояний имеет вид (s1, . . . , sn). ∀x ∈ X мы будем обо-
значать записью Ax матрицу порядка n, называемую матрицей пе-

рехода, соответствующей входному сигналу x и имеющую вид




δ(s1, x, s1) . . . δ(s1, x, sn)
. . . . . . . . .
δ(sn, x, s1) . . . δ(sn, x, sn)



 , (4)

где δ — функция перехода ВА A.
∀u ∈ X∗, ∀ s, s′ ∈ S мы будем обозначать записью Ax

s,s′ коэф-
фициент матрицы Ax, находящийся в строке s столбце s′ (то есть
Ax

s,s′ = δ(s, x, s′)). Из того, что δ — СФ, следует, что коэффициенты
матрицы Ax обладают свойствами

∀ s, s′ ∈ S Ax
s,s′ > 0,

∀ s ∈ S
∑

s′∈S

Ax
s,s′ = 1 (то есть AxI = I). (5)
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(Матрица, обладающая такими свойствами, называется стохастиче-

ской.)
∀u ∈ X∗ мы будем обозначать записью Au матрицу порядка n,

определяемую следующим образом: Aε def
= E, и если u = x1 . . . xk, то

Au def
= Ax1 . . . Axk .
Нетрудно доказать, что матрица Au

s,s′ — стохастическая.
∀u ∈ X∗, ∀ s, s′ ∈ S мы будем обозначать записью Au

s,s′ коэффи-
циент матрицы Au, находящийся в строке s столбце s′.

Если строка u ∈ X∗ имеет вид x0 . . . xk, то Au
s,s′ можно понимать

как вероятность того, что

• если в текущий момент (t) ВА A находится в состоянии s, и,
начиная с этого момента, на вход A последовательно поступают
элементы строки u (то есть в момент t поступил сигнал x0, в
момент t+ 1 поступил сигнал x1, и т. д.)

• то в момент t+ k + 1 A будет находиться в состоянии s′.

ВА Мура с детерминированным выходом — это ВА Мура
(X,Y, S, δ, λ, ξ0), функция выходов λ которого является детермини-
рованной (то есть можно считать, что λ имеет вид S → Y ). Мы бу-

дем обозначать вектор-столбец





λ(s1)
. . .
λ(sn)



 значений функции выхода

λ : S → Y ВА A (где (s1, . . . , sn) — фиксированное упорядочение мно-
жества S) тем же символом λ.

ВА Мура с числовым выходом — это ВА Мура с детерминиро-
ванным выходом, множество выходных сигналов которого является
подмножеством множества R действительных чисел.

Пусть A = (X,R, S, δ, λ, ξ0) — ВА Мура с числовым выходом, и
ξ ∈ S△. Мы будем говорить, что A в момент времени t имеет

распределение ξ, если для каждого состояния s ∈ S вероятность
того, что A в момент времени t находится в состоянии s, равна sξ.

Реакция ВА A = (X,R, S, δ, λ, ξ0) в распределении ξ ∈ S△ — это
функция Aξ : X∗ → R, определяемая следующим образом:

∀u ∈ X∗ Aξ
(u)

def
= ξAuλ.

Реакцию ВА A в его начальном распределении мы будем называть
просто реакцией ВА A, и будем обозначать её записью fA.
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Если строка u ∈ X∗ имеет вид x0 . . . xk, то значение Aξ(u) можно
понимать следующим образом:

• если A в некоторый момент времени t имеет распределение ξ,
и, начиная с этого момента, на его вход последовательно посту-
пают элементы строки u (то есть в момент t поступает сигнал
x0, в момент t+ 1 поступает сигнал x1, и т. д.),

• то Aξ(u) — это среднее значение (то есть математическое ожи-
дание) выходного сигнала A в момент времени t+ k + 1.

4. Вероятностная реализуемость функций на

строках

Функция на строках f ∈ R
X∗

называется вероятностно реа-

лизуемой, если существует ВА Мура с числовым выходом, реакция
которого совпадает с f .

Пусть X — конечное множество. Мы будем использовать следую-
щие определения и обозначения.

• ∀x ∈ X запись Dx обозначает отображение вида

Dx
: R

X∗

→ R
X∗

,

называемое сдвигом, сопоставляющее каждой функции f из
R

X∗

функцию, обозначаемую записью fDx, где

∀u ∈ X∗
(fDx

)(u)
def
= f(xu). (6)

• Подмножество Γ ⊆ R
X∗

называется устойчивым относи-

тельно сдвигов, если

∀ f ∈ Γ, ∀x ∈ X fDx ∈ C(Γ).

Теорема 1. Пусть X — конечное множество, и f ∈ R
X∗

. Следу-
щие условия эквивалентны:

• f вероятностно реализуема,

• существует конечное Γf ⊆ R
X∗

, устойчивое относительно
сдвигов, и такое, что f ∈ C(Γf ).
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Доказательство. Пусть f вероятностно реализуема, то есть ∃ ВА
Мура с числовым выходом A = (X,R, S, δ, λ, ξ0):

∀u ∈ X∗ f(u) = ξ0Auλ.

Будем считать, что множество состояний SA этого ВА имеет вид
{1, . . . , n}, и ∀ i ∈ SA запись ξi обозначает распределение из S△

A , пред-
ставляемое вектор-строкой порядка n, i-я компонента которой равна
1, а остальные компоненты равны 0.

∀ i = 1, . . . , n определим Ai
def
= (X,R, S, δ, λ, ξi).

Полагаем Γf
def
= {fAi

| i = 1, . . . , n}. f ∈ C(Γf ), так как f =
n
∑

i=1

iξ
0
fAi

.

Докажем, что ∀ i = 1, . . . , n, ∀x ∈ X fAi
Dx ∈ C(Γf ).

Согласно (6),

∀u ∈ X∗ (fAi
Dx)(u) = fAi

(xu) = ξiA
xuλ = ξiA

xAuλ. (7)

Нетрудно видеть, что

ξiA
xAuλ =

n
∑

j=1

Ax
ijfAj

(u).

Таким образом, fAi
Dx =

n
∑

j=1

Ax
ijfAj

∈ C(Γf ).

Обратно, пусть f ∈ C(Γf ), где Γf = {f1, . . . , fn}, и Γf устойчиво
относительно сдвигов. Определим ВА Мура с числовым выходом

A
def
= (X,R, S, δ, λ, ξ0), (8)

где

• ξ0 — вектор-строка коэффициентов представления f в виде вы-
пуклой комбинации функций из Γf , то есть

f =

n
∑

i=1

iξ
0
fi, (9)



Критерий реализуемости функций на строках 183

• ∀x ∈ X, ∀ i = 1, . . . , n строка i матрицы Ax (где Ax
ij = δ(i, x, j))

состоит из коэффициентов представления функции fiD
x в виде

выпуклой комбинации функций из Γf , то есть

fiD
x
=

n
∑

j=1

Ax
ijfj, (10)

• λ
def
=





f1(ε)
. . .
fn(ε)



.

Докажем, что реакция ВА (8) совпадает с f , то есть

∀u ∈ X∗ ξ0Auλ = f(u). (11)

Для этого сначала докажем (индукцией по |u|), что

Auλ =





f1(u)
. . .
fn(u)



 . (12)

Если u = ε, то обе части (12) совпадают по определению λ.
Если u = xu′, то, предполагая верным равенство (12), в котором

u заменено на u′, имеем:

Auλ = Axu′

λ = AxAu′

λ = Ax





f1(u
′)

. . .
fn(u

′)



 =













n
∑

i=1

Ax
1jfj(u

′)

. . .
n
∑

i=1

Ax
njfj(u

′)













. (13)

Из (10) следует, что правую часть в (13) можно переписать в виде





(f1D
x)(u′)

. . .
(fnD

x)(u′)



 . (14)

Согласно определению (6) функций вида fDx, столбец (14) совпадает
с правой частью доказываемого равенства (12).

Таким образом, равенство (12) доказано. Согласно этому равен-
ству, левая часть доказываемого равенства (11) равна
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ξ0





f1(u)
. . .
fn(u)



 =

n
∑

i=1

iξ
0
fi(u). (15)

По определению ξ0 (см. (9)), правая часть (15) равна f(u), то есть
правой части доказываемого равенства (11).

5. Заключение

Критерий реализуемости функций на строках конечными вероят-
ностными автоматами Мура с числовым выходом, изложенный в на-
стоящей работе, является более простым, чем соответствующий кри-
терий, сформулированный в теореме 2.4.3 книги [5]. Однако проверка
этого критерия для заданной функции на строках f может представ-
лять некоторые трудности, поскольку для доказательства реализуе-
мости f необходимо построить конечное множество функций Γf , удо-
влетворяющее условию теоремы 1. Одним из направлений развития
изложенного в настоящей работе результата может быть нахождение
стратегий построения для заданной функции на строках f соответ-
ствущего множества Γf .

Кроме того, поскольку множество Γf для заданной функции f
можно рассматривать как множество состояний одного из ВА, реак-
ция которого совпадает с f , то, следовательно, к проблеме построения
для заданной функции f соответствующего множества Γf с наимень-
шим возможным числом элементов сводится проблема построения
для заданного ВА A такого ВА, реакция которого совпадает с реак-
цией ВА A, и который содержит наименьшее возможное число состоя-
ний (поскольку в качестве исходной функции f можно рассматривать
реакцию ВА A). Данная проблема известна в литературе по теории
автоматов как проблема минимизации автоматов, и является одним
из наиболее популярных предметов исследований в области теории
вероятностных автоматов. Среди последних результатов, относящих-
ся к решению данной проблемы, отметим работы [6]– [8]. Одним из
путей развития данных результатов может быть разработка на их ос-
нове методов построения для заданной функции f соответствующего
множества Γf , которое содержит как можно меньшее число элемен-
тов.
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