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Введение

Известно, что решение задач полноты и выразимости относитель-
но операции суперпозиции для систем автоматных функций натал-
кивается на существенные трудности [1]. Так в работе [2] установлена
алгоритмическая неразрешимость задачи выразимости для конечных
систем автоматных функций, а в [1] показана неполнота любой ко-
нечной системы автоматов. Ранее автор ввел понятие расширенной
суперпозиции как суперпозиции для систем с обязательным наличием
задержки и штриха Шеффера. Для расширенной суперпозиции ав-
тору удалось получить положительные результаты для выразимости
константных автоматных функций, а также групповых автоматных
функций [3, 4]. В данной работе изучается задача выразимости ли-
нейных автоматов. Доказана алгоритмическая разрешимость данной
задачи.

Основные понятия и результаты

Пусть E2 = {0, 1}, функции вида g : En
2 → E2 называются буле-

выми функциями, их множество обозначается через P2.
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Пусть E∞

2 — множество всех сверхслов вида a(1)a(2) . . ., где a(j) ∈
E2, j = 1, 2, . . .. Через N обозначим множество натуральных чисел.
Пусть

f : (E∞

2 )n → (E∞

2 )m

— автоматная функция (a-функция), то есть она задается рекуррент-
но соотношениями (1):






q1(1) = q01,
. . .
qs(1) = q0s
q1(t+ 1) = ϕ1(q1(t), . . . , qs(t), a1, . . . , an),
. . .
qs(t+ 1) = ϕs(q1(t), . . . , qs(t), a1, . . . , an)
b1(t) = ψ1(q1(t), . . . , qs(t), a1, . . . , an)
. . .
bm(t) = ψm(q1(t), . . . , qs(t), a1, . . . , an)

(1)

Вектор q = (q1, . . . , qs) задает состояние a-функции f , q0 её на-
чальное состояние, буквы a = (a1, a2, . . . , an) и b = (b1, . . . , bm) на-
зывают входной и выходной буквами, а сверхслова a(1)a(2) . . . и
b(1)b(2) . . . — входными и выходными сверхcловами, соответственно.
Вектор-функции ϕ и ψ называются функциями переходов и выходной
функцией, соответственно, а шестерка

(En
2 , E

s
2 , E

m
2 , ϕ, ψ, q0)

— автоматом, порождающим функцию f . Далее в тексте мы иногда
будем использовать для автомата обозначение (A,Q,B,ϕ, ψ, q0), при
этом предполагая что A ⊆ En

2 , Q ⊆ Es
2, B ⊆ Em

2 .
В этом классе обычным образом введем операции суперпозиции.

Для суперпозиции будем использовать модификации операций из [5].






(ηf)(x1, x2, . . . , xn) = f(x2, x3, . . . , xn, x1),
(εf)(x1, x2, . . . , xn) = f(x2, x1, x3, . . . , xn)
(̟f)(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x3, . . . , xn)
(δf)(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn+1)
(f ∗ g)(x1, x2, . . . , xm+n−1) = f(g(x1, . . . , xm), xm+1, . . . , xm+n−1)

Пусть M ⊆ P , обозначим через [M ] — множество a-функций, по-
лучающихся из M с помощью операций суперпозиции.
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Автоматную функцию G0, задаваемую уравнениями





q(1) = 0,
q(t+ 1) = a(t),
b(t) = q(t),

назовём автоматной функцией задержки.
Будем называть автоматом Z2 автомат, задаваемый рекуррент-

ными соотношениями





q(1) = 0,
q(t+ 1) = q(t)⊕ a(t),
b(t) = q(t),

Обозначим <M> = [M ∪ {G0, P2}] и назовем замыканием M от-
носительно расширенной суперпозиции.

Автомат A = (Ek
2 , Q,E

l
2, ϕ, ψ, q0), Q ⊂ En

2 , называется линейным,
если 





ϕ(x, q) = Aq ⊕Bx,
ψ(x, q) = Cq ⊕Dx,
q0 = (0, 0, . . . , 0),

где A : En
2 → En

2 , B : Ek
2 → En

2 , C : En
2 → El

2,DB : Ek
2 → El

2 —
есть линейные операторы. Матрица A называется основной матрицей
линейного атомата.

Константной автоматной функцией назовем автоматную функ-
цию, выдающую одно и тоже периодическое выходное сверхслово на
всех входных сверхсловах.

Через βK1 обозначим сверхслово, получающееся на выходе кон-
стантного автомата K1.

Определение. Пусть сверхслово β можно представить в виде β =
γα∞. Выберем из всех таких представлений такое, что γ и α име-
ют наименьшую длину. Для выбранного представления назовем γ —
наименьшим предпериодом сверхслова β, а α наименьшим периодом
сверхслова β, а всякое слово вида αα . . . α︸ ︷︷ ︸

n

будем называть периодом

сверхслова β, здесь n ∈ N . Обозначим |α| длину слова α.

Для множества константных автоматных функций K ′ ⊆ K обо-
значим через Θ(K ′) — множество длин минимальных периодов сверх-
слов {βKi

: Ki ∈ K ′}. Для случая одного слова β = γα∞ будем счи-
тать, что Θ(β) = |α|.
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Из [3] известно, что

Θ(<M> ∩K]) = {t : t|bqi, i = 0, 1, . . .}.

Числа b и q называются частным и главным цикловыми индек-

сами множества автоматов M .

Теорема 1. Пусть M — произвольная конечная система автома-

тов, а L1 — линейный автомат, тогда

L1 ∈ <M> ⇔ Θ(<L1> ∩K) ∈ Θ(<M> ∩K).

Теорема 2. Задача выразимости линейных автоматов через произ-

вольное конечное множество автоматов относительно расширен-

ной суперпозиции алгоритмически разрешима.

Основные леммы и доказательство теорем

Лемма 1 ([7]). Групповой линейный автомат выразим через груп-

повой автономный автомат, Z2 и задержку.

Доказательство. Пусть L — линейный групповой автомат

L = (Ek
2 , S,E

l
2, ϕ1, ψ1, 0), S ⊂ En

2 ,





q′ = ϕ1(x, s) = As⊕Bx,
y = ψ1(x, s) = Cs⊕Dx,
s0 = (0, 0, . . . , 0),

где A : En
2 → En

2 , B : Ek
2 → Ek

2 — линейные операторы. Так как
L — групповой автомат, то det(A) 6= 0[7]. Найдется такое натуральное
число t, что At = I, где I — тождественный линейный оператор и для
всех t′ < t At 6= I. Возьмем автомат

G = (Ek
2 , {I,A,A

2, . . . , At−1} ×Q), El
2, ϕ2, ψ2, (I, 0)).

Для (Q, q) ∈ {I,A,A2, . . . , At} ×Q,x ∈ Q,u ∈ El
2






(Q, q)′ = ϕ2(x, (Q, q)) = (Aq, q ⊕ (AQ)−1Bx),
u = ψ2(x, (Q, q)) = ϕ1(x,Qq)
q0 = (0, 0, . . . , 0),
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Покажем, что автоматы L и G — эквивалентны. Пусть на
входы автоматов L и G подана последовательность x1, x2, . . . , xm.
Соответствующая ей последовательность состояний автомата L
пусть 0, s2, s3, . . . , sm, последовательность состояний автомата G
(I, 0), (Q2, q

′

2), (Q3, q
′

3), . . . , (Qm, q
′

m), выходная последовательность
автомата L y1, y2, . . . , ym, выходная последовательность автомата G
u1, u2, . . . , um.

Покажем,что последовательности состояний автоматов L и G свя-
заны следующим соотношением:

Qiqi = si, i = 1, 2, . . . ,m.

Применим индукцию по длине входной последовательности. Пер-
вый шаг I0 = 0. Пусть Qiqi = si, из уравнений автомата L следу-
ет Qi+1 = AQi, qi+1 = qi + (AQi)

−1Bxi, тогда Qi+1qi+1 = AQi(qi +
(AQi)

−1Bxi) = AQiqi + Bxi = Asi + Bxi. Из уравнений автомата G
следует si+1 = Asi+Bxi, значит Qi+1qi+1 = si+1. Теперь покажем, что
выходные последовательности автоматов L и G одинаковы. В самом
деле

y1 = ϕq(x1, 0), u1 = ϕ2(x1, (I, 0)) = ϕ1(x1, I0) = y1,
y2 = ϕq(x2, s2), u2 = ϕ2(x2, (Q2, q2)) = ϕ1(x2, Q2q2) = y2,
ym = ϕq(xm, sm), um = ϕ2(xm, (Qm, qm)) = ϕ1(xm, Qmqm) = ym.

Таким образом, на произвольной входной последовательности ав-
томаты L и G дают одинаковые выходные последовательности, зна-
чит, L и G эквивалентны. Автомат G можно представить в виде схе-
мы, изображенной на рис. 1.

Здесь β — автономный автомат β = ({I,A, . . . , At}, Er
2 , γ1, δ1, I),

где r — наименьшее натуральное число такое, что t 6 2r. Для Q,Q′ ∈

{I,A, . . . , At}, z ∈ Er
2 Q′ = γ1(Q) = AQ, z = δ1(Q). Функция δ1 на

Ai принимает значение δ1(A
i) = a1a2 . . . ar, где a1a2 . . . ar — двоичная

запись числа i.

F1 ∈ P2. F1 : Er
2 × Ek

2 → En
2 , если a1a2 . . . ar — двоичная запись

числа i, а x ∈ Ek
2 , то F1(a1a2 . . . ar, x) = (AAi)−1Bx.

F2 ∈ P2. F2 : E
r
2 ×En

2 ×Ek
2 → El

2. F1(a1a2 . . . ar, v, x) = ϕ1(x,A
i, v).

Лемма 2 ([7]). Произвольный линейный автомат выразим через

групповой линейный автомат и задержку.
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Рис. 1.

Доказательство. Пусть L = (Ek
2 , Q,E

l
2, ϕ, ψ, q0), Q ⊂ En

2 , q0 =
00 . . . 0 — линейный автомат и его уравнения

{
q1 = ϕ(x, q) = Aq ⊕Bx,
y1 = ψ(x, q) = Cq ⊕Dx.

Можно выбрать такую систему координат в En
2 , что в ней основная

матрица A имеет клеточный вид[7]






A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
. . . .
0 0 . . . At





 , (2)

где либо detAi 6= 0, либо Ai =









0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . .
0 0 . . 1
0 0 . . 0








, i = 1, 2, . . . , t.

Если ri — порядок квадратной матрицы Ai и qi ∈ Er
2 , i = 1, 2, . . . , t,

то уравнения автомата L можно записать в следующем виде:





q′1 = A1q1 +B1x,
q′2 = A2q2 +B2x,
. . .
q′t = Atqt +Btx,
y = ψ(x, q1, q2, . . . , qt),
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откуда видно, что автомат L изображается схемой, изображенной на

рисунке 2, где Ti = (Ek
2 , Qi, E

ri
2
, ϕi, ψi, q

(i)

0
), Qi ∈ Eri

2
, q

(i)

0
= 00 . . . 0,

{
q′i = Aiqi +Bix,
ui = ψ(x, qi),

i = 1, 2, . . . , t.

F ∈ P2. F : Er1
2

× Er1
2

× . . . × Ert
2
× Ek

2 → El
2. F (u1, u2, . . . , ut, x) =

ψ(x, u1, u2, . . . , ut).

Рис. 2.

Если detAi 6= 0, то автомат Ti — групповой.

Пусть Aj =







0 1 . . . 0
. . . . . .
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0







︸ ︷︷ ︸
rj

Уравнения автомата Tj можно записать в виде






q1 = q2 +B
(1)

j x

q2 = q3 +B
(2)

j x

. . .

qrj−1 = qrj +B
(rj−1)

j x

qrj = B
(rj)

j x

uj = (q1, q2, . . . , qrj),
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откуда видно, что автомат Tj может быть реализован схемой, изоб-
раженной на рис. 3.

Рис. 3.

Bj ∈ P2. Bj : E
k
2 → E

rj
2

. Bj(x) = (B
(

j1)x,B
(

j2)x, . . . , B
(

jrj)x). G0 —
автомат задержка. ⊕ — двоичное сложение. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть частный цикловый индекс линейного автономного

автомата L равен b, Kb — все константные автоматы с длиной

периода b, тогда если главный цикловый индекс равен 2, то:

1. L ∈ <Kb, Z2>,

2. Kb ∈ <L>,

3. Z2 ∈ <L>.

Если главный цикловый индекс равен 1, то L ∈ <Kb>.

Доказательство. Из лемм 1, 2 следует, что главный цикловый ин-
декс линейного автомата всегда либо 1 либо 2, так как линейный
автомат выразим через константы, Z2, задержки и булевы функции.

Рассмотрим представление линейного автомата в виде (2) и соот-
ветствующую рисунок 2.
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Если ни один из автоматов Ti не является групповым, то для вы-
разимости этого автомата достаточно булевых функций и задержек.
Его главный цикловый индекс в этом случае равен 1.

Пусть хотя бы один из автоматов Ti — групповой. Если все груп-
повые автоматы автономные, то в соответствующих схемах 1 булева
функция F2 не зависит от входов v1, v2, . . . , vn и такие автоматы вы-
разимы через автомат β.

Теперь предположим, что хотя бы один групповой автомат не ав-
тономный. Обозначим его T1 и переставим его на первый вход в схеме
2. Функция F при этом существенно зависит от 1-го входа. Докажем
тогда, что главный цикловый индекс автомата L не может быть равен
1. Действительно, пусть частный цикловый индекс автомата L равен
b, а главный цикловый индекс равен 1. Тогда все константы пери-
ода 1 переходят после подачи на автомат L в константы периодов
делителей b. Пусть автомат L задается уравнениями

{
q(t+ 1) = Aq(t) +Bx(t)
y(t) = Cq(t) +Dx(t),

тогда, взяв в качестве константы периода 1 нулевое сверхслово, по-
лучим Cq = CAbq для любого q.

Докажем теперь, что Abq ∼ q. Так как CAiq = CAb+iq, то
C(Aiq + Ai−1Bα1 + . . . + Bαi) = C(Ab+iq + Ai−1Bα1 + . . . + Bαi)
для любых q и α1α1 . . . αi и состояние Abq ∼ q. По условию Cq =
C(Abq +Ab−1Bα1 + . . .+Bαb), а значит C(Ab−1Bα1 + . . .+Bαb) = 0
для всех слов длины b. Значит автомат по всем словам длины b пере-
ходит в начальное состояние. Такой автомат не является групповым.
Получили противоречие.

Для доказательства утверждения 1 заметим, что в леммах 1, 2
мы построили линейный автомат из задержек, булевых функций, Z2

и константы периода t такого, что At
G = I, где AG — невырожденная

часть в разложении (2). Ранее в доказательстве мы показали, что если
частный цикловый индекс автомата равен b, причем b|t, то состояния
q и Abq — неотличимы. А значит групповой автомат можно заменить
на эквивалентный такой, что A′b

G = I, а значит и константу можно
заменить на частный цикловый индекс.

Доказательство теоремы 1. Пусть L ∈M , тогда возможны 3 слу-
чая.
1. L ∈ <∅>
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2. L ∈ <Kb>. Тогда L выразим тогда и только тогда когда выразимы
все константы периода b.
3. L ∈ <Kb, Z2>. Тогда L выразим тогда и только тогда, когда вы-
разимы все константы периода b и Z2. А Z2 выразим тогда и только
тогда, когда главный цикловый индекс M делится на 2, а значит то-
гда и только тогда, когда выразимы все константы периода степени 2.
Теорема доказана.

Теорема 2 непосредственно следует из теоремы 1.

Работа выполнена на кафедре МаТИС механико-математического
факультета МГУ им. Ломоносова под руководством профессора
Д.Н. Бабина.
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