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В этой статье предлагается новый подход для работы с ве-
роятностными графическими моделями, основанный на недав-
но предложенном разложении тензорного поезда (Tensor Train,
TT). TT-разложение позволяет хранить тензор в компактном
виде и эффективно применять к нему операции линейной алгеб-
ры. В данной работе предложен метод для перевода тензоров
энергии и ненормированной вероятности марковского случай-
ного поля в TT-формат. Свойства этого формата используют-
ся для подсчета нормировочной константы и поиска конфигу-
рации наибольшей вероятности. Предоставлены теоретические
гарантии точности оценки нормировочной константы. Предло-
женные методы сравниваются с аналогами на различных набо-
рах данных.
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1. Введение

Вероятностные графические модели являются удобным инстру-
ментом для решения задач в таких областях, как компьютерное зре-
ние, машинное обучение, анализ социальных сетей и т. д. Одно из их
основных достоинств — это возможность компактно задать ненорми-
рованное распределение на сотни переменных в виде произведения
факторов низких порядков. Это позволяет, с одной стороны, учесть
сложные зависимости в данных, а с другой стороны точно или при-
ближенно вычислять статистики полученного распределения.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 12 01
00938, 12 01 33085).
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Многие возникающие задачи становятся сложными, если фак-
тор граф содержит циклы. В этой статье рассматриваются две ак-
туальные для графических моделей задачи: оценка нормировочной
константы распределения и поиск наиболее вероятной конфигурации
(минимизация энергии). Решение этих задач особенно важно при на-
стройке параметров графической модели по тренировочной выборке.
Лучшие алгоритмы обучения требуют либо быстрого решения зада-
чи минимизации энергии (как структурные варианты SVM [3, 2]),
либо хороших оценок нормировочной константы (обучение по мето-
ду максимального правдоподобия [7]). В последние годы для этих
задач предложено множество различных методов, но, тем не менее,
их пока рано называть полностью решенными.

Совместное распределение дискретных переменных можно задать
через многомерный массив (тензор) ненормированной вероятности.
Тогда поиск конфигурации наибольшей вероятности и подсчет нор-
мировочной константы сводятся к поиску наибольшего элемента тен-
зора и суммированию всех элементов тензора соответственно. Для
хранения и обработки тензора в явном виде требуется экспоненци-
альное количество памяти и вычислительных ресурсов. Тензорные
разложения позволяют компактно хранить тензор и эффективно со-
вершать над ним различные операции.

В этой статье рассматриваются недавно предложенное И. Осе-
ледцом [30] разложение тензорного поезда (TT-разложение или TT-
формат). Алгоритмы TT-разложения хранят тензор в специальном
формате, который позволяет эффективно оперировать над тензо-
рами. Эффективность TT-разложения определяется величиной TT-
рангов тензора. В работе показано, что тензор энергии (минус лога-
рифма вероятности) марковского случайного поля обладает низкими
TT-рангами, а тензор вероятности — высокими TT-рангами. Пред-
ставление тензора энергии в TT-формате позволяет решать задачу
минимизации энергии с помощью методов линейной алгебры. Для
подсчета нормировочной константы в условиях высоких TT-рангов
тензора вероятности предложен метод основанный на факторизации
графической модели. Факторы графической модели переводятся в
TT-формат и комбинируются таким образом, чтобы оценить норми-
ровочную константу, не строя сам тензор вероятности. Этот подход
также позволяет выполнять подсчет маргинальных распределений.
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Предложенные методы значительно опережают аналоги на зада-
чах подсчета нормировочной константы и маргинальных распреде-
лений и показывают сравнимые результаты на задаче минимизации
энергии.

Основной вклад настоящей работы заключается в следующем:

• Предложен алгоритм для представления тензора энергии (ми-
нус логарифма вероятности) в TT-формате. Показано, что тен-
зор энергии графической модели низкого порядка обладает низ-
кими TT-рангами и доказана оценка сверху на его TT-ранги.
• Предложен алгоритм оценки нормировочной константы че-

рез TT-разложение факторов графической модели, который не
строит TT-представление тензора ненормированного совмест-
ного распределения.
• Приведены теоретические гарантии на точность оценки норми-

ровочной константы.

Настоящая статья организованна следующим образом. В разде-
ле 2 проведен обзор литературы, а в разделе 3 введены обозначе-
ния. В разделе 4 кратко освещено разложение тензорного поезда, а
в разделе 5 обсуждена его связь с марковскими случайными поля-
ми. В разделе 6 предложен алгоритм для подсчета нормировочной
константы и проведен его анализ. Раздел 7 содержит результаты экс-
периментов.

2. Обзор литературы

Обзор можно разделить на три основных направления: тензорные
разложения, позволяющие компактно представить тензор, использо-
вание тензорных методов в графических моделях и различные алго-
ритмы вывода.

В отличие от классических тензорных форматов (канонический
формат [25] и формат Таккера [26]), для TT-разложения существуют
устойчивые алгоритмы построения, а само TT-разложение не подвер-
жено проклятию размерности. Альтернативой ему является иерархи-
ческий формат Таккера [23, 22], который также позволяет устойчиво
искать компактное представление тензора. TT-формат эквивалентен
иерархическому формату Таккера с линейным деревом размерностей,
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что является преимуществом с алгоритмической точки зрения: боль-
шинство алгоритмов TT-формата значительно проще аналогов для
иерархического формата Таккера.

В статьях по графическим моделям тензорные подходы часто
упоминаются применительно к восстановлению структуры модели.
Джернит и др.; Мария Иштева и др. принимают локальные решения,
основываясь на свойствах четырехмерных тензоров [20, 18]. Сонг и
др. используют иерархические тензорные разложения для восстанов-
ления параметров графической модели [19].

Существует две основных постановки задачи вывода в графиче-
ской модели: минимизация энергии и вероятностный вывод. На теку-
щий момент, задача минимизации энергии хорошо изучена. В послед-
них экспериментальных исследованиях Каппес и др. показывают [17],
что для многих актуальных задач текущие методы дают достаточ-
но хорошие результаты. Особенно много внимания уделено парно-
сепарабельным марковским случайным полям (см. детальный обзор
Каппеса и др. [17]). Под вероятностным выводом понимается мно-
жество различных задач. В этой работе уделено внимание двум из
них: вычислению нормировочной константы по ненормированному
распределению марковского случайного поля, и вычислению марги-
нальных распределений. Вторая проблема является более сложной,
так как для её решения зачастую требуется вычисление нормировоч-
ной константы.

Можно выделить следующие группы методов подсчета нормиро-
вочной константы: методы, основанные на генерации выборки (на-
пример Annealed Importance Sampling [9, 16]), методы передачи со-
общений (классический Loopy Belief Propagation [5] и его много-
численные модификации), методы, основанные на минимизации KL-
дивергенции (Mean Field [7] и Expectation Propagation [6]), методы де-
композиции графов (Tree-Reweighted Message-passing [11]) и методы,
основанные на минимизации энергии (randomized MAP-predictors [14]
и недавно предложенный метод WISH [15]). Для решения задачи вы-
числения маргинальных распределений подходят более простые ме-
тоды, такие как Gibbs sampling [7].
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3. Обозначения

В данной статье часто будет использоваться понятие многомер-
ного массива вещественных чисел. Одномерные массивы будем на-
зывать векторами, двумерные — матрицами, а массивы большей
размерности будем называть тензорами. Для обозначения векторов
будут использоваться маленькие жирные буквы (~a), для матриц боль-
шие буквы (A), и для тензоров большие жирные буквы (A).

Будем рассматривать все массивы как функции их индексов:
~a(i) = ai, A(x1, x2), A(~x) = A(x1, . . . , xn), где n это размерность тен-
зора A.

Символом ‖ · ‖F будем обозначать норму Фробениуса матриц и её
обобщение на случай тензоров:

‖A‖F =

√ ∑
x1,...,xn

A2(x1, . . . , xn).

Под ‖ ·‖2 будем понимать евклидову норму векторов и спектраль-
ную норму матриц: ‖A‖2 = max~x6=0

‖A~x‖2
‖~x‖2 .

В работе будут использоваться несколько различных матричных
произведений: произведение Адамара (символ «�»), произведение
Кронекера (символ «⊗») и обычное матричное произведение (сим-
вол «·»).

4. TT-разложение

Будем говорить, что n-мерный тензор A представлен в TT-форма-
те, если для всех размерностей i = 1, . . . , n и всех значений индексов
по этим размерностям xi = 1, . . . , di (d = maxi=1,...,n di) существуют
матрицы GA

i [xi], такие, что каждый элемент тензора A представим
в виде произведения матриц:

A(x1, . . . , xn) = GA
1 [x1]G

A
2 [x2] . . . G

A
n [xn]. (1)

При этом все матрицы относящиеся к одной и той же размерности i
должны иметь одинаковые размеры ri−1(A) × ri(A). Чтобы резуль-
тат матричного произведения (1) был равен числу, положим r0(A) =
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rn(A) = 1. Последовательность {ri(A)}ni=0 будем называть TT-ранга-
ми тензора A, а максимальный элемент последовательности — мак-
симальным TT-рангом тензора A: r(A) = maxi=0,...,n ri(A). Набор
матриц GA

i , соответствующих одному измерению, называется TT-
ядром тензора A. Представление тензора в TT-формате будем на-
зывать TT-разложением или TT-представлением.

Для любого n-мерного тензора A существует TT-представление с
максимальным TT-рангом r(A) 6 d

n
2 (см. теорему 2.1 Оселедца [30]).

Отметим, что TT-представление тензора не единственно.
Для обозначения (αi−1, αi)-ого элемента матрицы GA

i [xi] будет ис-
пользоваться символ GA

i [xi](αi−1, αi). Пользуясь определением про-
изведения матриц, можно переписать формулу (1) через элементы
TT-ядер:

A(~x) =
∑

α0,...,αn

GA
1 [x1](α0, α1) . . . G

A
n [xn](αn−1, αn). (2)

Для хранения всех элементов тензора A требуется
∏n
i=1 di

ячеек памяти, тогда как хранение A в TT-формате требу-
ет
∑n

i=1 di ri−1(A) ri(A). Таким образом, TT-представление тензора с
низкими TT-рангами существенно компактнее перечисления его эле-
ментов.

Существуют две различные постановки задачи перевода тензо-
ра в TT-формат: точное TT-представление (алгоритм TT-SVD [30],
применимый для небольших тензоров), и построение приближенного
TT-представления по небольшому подмножеству элементов тензора.
Наилучшим из алгоритмов второго класса в настоящее время явля-
ется метод AMEn-cross [27].

Одним из основных достоинств TT-формата является возмож-
ность эффективно применять различные операции к тензорам в TT-
формате: умножение тензора на константу, добавление константы к
тензору, поточечное сложение и умножение тензоров (результат этих
операций — это тензор в TT-формате с возросшими TT-рангами);
подсчет глобальных характеристик тензора, таких как сумма всех
элементов или норма Фробениуса. Обзор операций, которые исполь-
зуются в этой статье, приведен в таблице 1 (детальный обзор прове-
ден Оселедцом [30]).
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Таблица 1. Операции, которые можно эффективно выполнять над
тензорами в TT-формате. Для каждой операции указана её вычис-
лительная сложность и TT-ранг результата для ситуаций, когда ре-
зультат является тензором в TT-формате.
Операция Ранг результата Вычислительная сложность

C = A · const r(C) = r(A) O(d r(A))
C = A + const r(C) = r(A)+1 O(nd r2(A))
C = A + B r(C) 6 r(A)+r(B) O(nd (r(A) + r(B))2)
C = A�B r(C) 6 r(A) r(B) O(nd r2(A) r2(B))

~c =M~b r(~c) 6 r(M) r(~b) O(nd2 r2(M) r2(~b))
sumA – O(nd r2(A))
‖A‖F – O(nd r3(A))
C = round(A, ε) r(C) 6 r(A) O(nd r3(A))

Примение операций к TT-тензорам увеличивает TT-ранги даже
в том случае, когда существует низкоранговое TT-представление ре-
зультата. Чтобы контролировать рост TT-рангов существует опера-
ция TT-округления. По TT-представлению тензора A и относитель-
ной точности ε > 0 операция TT-округления round(A, ε) найдет тен-
зор Ã в TT-формате который, во-первых, достаточно близок к тен-
зору A: ‖A − Ã‖F 6 ε‖A‖F и, во-вторых, обладает минимальными
TT-рангами среди всех тензоров B : ‖A−B‖F 6 ε√

n−1‖A‖F . Наличие
операции TT-округления позволяет применять последовательность
операций к тензорам (например, округляя результат после примене-
ния каждой операции), контролируя рост TT-рангов.

Для повышения эффективности работы с векторами и матри-
цами специальным образом вводятся понятия TT-формата вектора
и ТТ-формата матрицы. Пусть существует отображение между ин-
дексами вектора ~b ∈ Rq и n-мерными векторами ~y = (y1, . . . , yn)

1.
TT-представлением вектора ~b называется TT-представление тензо-
ра B(y1, . . . , yn), содержащего все элементы ~b.

Определим понятие TT-формата для матриц. Пусть существует
отображение между индексами строк и столбцов матрицы M в n-
мерные вектора ~x и ~y соответственно. Переупорядочим размерности
и представим получившийся тензор в TT-формате:

1Количество элементов в векторе ~b равно
∏n

i=1 di.
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M((x1, y1), . . . , (xn, yn)) = GM
1 [x1, y1] . . . G

M
n [xn, yn],

где Gi, i = 1, . . . , n — это TT-ядра, а GM
i [xi, yi] — матрицы. TT-

представлением матрицы M будем называть TT-представление тен-
зора M. Отметим, что матрица в TT-формате не обязана быть квад-
ратной, так как xi и yi могут принимать разное число возможных
значений

Для матрицыM и вектора ~b представленных в TT-формате мож-
но эффективно вычислять произведение ~c = M~b (если соответству-
ющие размерности совпадают). Результатом этой операции является
вектор ~c в TT-формате с рангами равными произведению рангов M
и ~b: ri(~c) = ri(M) ri(~b).

Наличие специального определения TT-формата для векторов и
матриц позволяет применять операции линейной алгебры к задачам
большого размера. Например, для поиска минимального элемента
тензора можно вытянуть его в диагональную матрицу и применить
приближенный метод поиска минимальных собственных значений ос-
нованный на алгоритме DMRG [1].

5. Тензоры марковского случайного поля

Рассмотрим гиперграф G = (V, E) с конечным множеством вер-
шин V и гиперебер E . Пусть все вершины пронумерованы от 1 до n,
а все гиперребра от 1 до m.

Сопоставим каждой вершине i = 1, . . . , n переменную xi принима-
ющую значения из множества Xi = {1, . . . , di}. Обозначим множество
вершин, входящих в гиперребро ` = 1, . . . ,m, через ~x`. Каждому ги-
перребру ` = 1, . . . ,m сопоставим вещественнозначную функцию Θ`,
определенную на совместной области определения переменных из ~x`.
Функцию Θ` будем называть потенциалом.

Функцией энергии марковского случайного поля (Markov random
field, MRF) заданного на гиперграфе G, назовем сумму всех потенци-
алов: E(~x) =

∑m
`=1 Θ`(~x

`).

Экспонента от минус энергии задает ненормированное распреде-
ление Гиббса: P̂(~x) = exp(−E(~x)). Для обозначения нормировочной
константы будет использоваться символ Z, Z =

∑
~x P̂(~x). Функции



Тензорный поезд в марковском случайном поле 329

Ψ`(~x
`) = exp(−Θ`(~x

`)) будем называть факторами марковского слу-
чайного поля.

Как энергия, так и ненормированная вероятность являются n-
мерными тензорами. Потенциалы и факторы можно интерпретиро-
вать как n-мерные тензоры, если добавить в них переменные, от ко-
торых они зависят несущественно: Θ`(~x

`) = Θ`(~x). Тензоры энергии
и вероятности можно определить следующим образом: E =

∑m
`=1 Θ`

и P̂ =
⊙m

`=1 Ψ`.

. . .α1α0

xn

G1 G2 Gn

x2x1

αn

Рис. 1. Графическая модель, полученная в результате TT-разложе-
ния тензора вероятности P(x1, . . . , xn).

Традиционно для компактного представления энергии использу-
ется набор потенциалов MRF. TT-разложение является альтернатив-
ным способом компактного представления тензора энергии. Эффек-
тивность применения TT-формата для тензора энергии и тензора ве-
роятности обсуждается в разделах 5.1 и 5.2.

TT-представление тензора совместного распределения P = P̂/Z
обладает особой интерпретацией. Переменные αi, i = 0, . . . , n,
(см. (2)) можно интерпретировать как скрытые переменные в графи-
ческой модели типа цепочка (рис. 1). Маргинализация по ним дает
исходную вероятность:

P(~x) =
∑
~α

P(~x, ~α), (3)

где P(~x, ~α) — совместное распределение вероятностей на векторы ~x
и ~α. Каждая добавленная переменная αi может принимать значения
от 1 до соответствующего TT-ранга ri(P).

5.1. TT-формат для тензора энергии

В этом разделе предложен алгоритм для представление тензора
энергии E в TT-формате. Предлагаемый алгоритм существенно пре-
восходит AMEn-cross по скорости и точности.
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Алгоритм состоит из трех основных шагов.
Шаг 1. Найдем TT-представление для каждого потенциа-

ла Θ`(~x
`), который будем интерпретировать как тензор зависящий

только от переменных ~x`. Обычно потенциалы существенно зави-
сят лишь от небольшого числа переменных и можно искать их TT-
представление с помощью алгоритма TT-SVD.

Шаг 2. Добавим в каждый тензор Θ` несущественные переменные
x \ x`, сделав его n-мерным тензором.

Пусть тензор Θ` существенно зависит от p переменных: ~x` =
(xi1 , . . . , xip), i1 < i2 < . . . < ip. После первого шага алгоритма полу-
чим следующее TT-представление Θ`(~x

`):

Θ`(xi1 , . . . , xip) = G
Θ`

1 [xi1 ] . . . G
Θ`

p [xip ], (4)

где GΘ`

k [xik ] — матрица размера rk−1 × rk. Чтобы добавить несуще-
ственные размерности, можно, например, положить недостающие яд-
ра равными набору единичных матриц подходящего размера2:

GΘ`
1 [x1] ≡ . . . ≡ GΘ`

i1−1[xi1−1] ≡ Ir0 = I1,

GΘ`
i1+1[xi1+1] ≡ . . . ≡ GΘ`

i2−1[xi2−1] ≡ Ir1 ,
. . .

GΘ`
ip+1[xip+1] ≡ . . . ≡ GΘ`

n [xn] ≡ Irp = I1,

где GΘ`
ik

[xik ] = G
Θ`

k [xik ]. Полученные таким образом TT-ядра задают
TT-формат тензора Θ`(~x). Отметим, что в процессе данного преоб-
разования максимальный TT-ранг Θ` не изменяется.

Шаг 3. Просуммируем полученные на шаге 2 TT-тензоры Θ`, что-
бы получить тензор энергии:

E =

m∑
`=1

Θ`. (5)

Теорема 1 содержит верхнюю оценку на максимальный TT-ранг
тензора, построенного описанным алгоритмом.

2Ik используется для обозначения единичной матрицы размера k × k.
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Теорема 1. Если порядок каждого потенциала не превосходит p,
то предложенный алгоритм строит TT-представление тензора
энергии E с максимальным TT-рангом, ограниченным сверху следу-
ющим образом:

r(E) 6 d
p
2 ·m. (6)

Теорема 1 показывает, что можно построить точное низкоранго-
вое TT-представления тензора энергии. Отметим, что после шага 3 к
тензору энергии можно применить процедуру TT-округления, чтобы
уменьшить TT-ранги, если это возможно.
Доказательство теоремы 1. Оценим, какими TT-рангами облада-
ют факторы после шага 1 алгоритма. Из теоремы 2.1 [30] следует,
что TT-ранги тензора не превосходят d

n
2 , где n — это размерность

тензора, а d — максимальное число возможных значений, которые
может принимать каждая переменная xi. По условию теоремы, по-
рядок каждого потенциала не превосходит p, а значит после шага 1
верна следующая оценка:

r(Θ`) 6 d
p
2 . (7)

На шаге 2 максимальный TT-ранг потенциалов не возрастает, а
значит после шага 2 неравенство (7) всё ещё выполнено.

При суммировании тензоров на шаге 3, TT-ранги растут аддитив-
но. Чтобы завершить доказательство, осталось вспомнить, что всего
есть m потенциалов.

5.2. TT-формат для тензора вероятности

Алгоритм из раздела 5.1 легко адаптировать для построения TT-
представления тензора ненормированной вероятности P̂.

На шагах 1 и 2 алгоритма вместо потенциалов Θ` следует рабо-
тать с факторами Ψ`. На шаге 3 вместо суммы нужно вычислить
поэлементное произведение:

P̂ =
m⊙
`=1

Ψ`. (8)

Данный алгоритм построит точное TT-представление тензора P̂.
Тем не менее, TT-ранги P̂ экспоненциально зависят от количества
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вершин (рис. 2), что делает TT-представление тензора вероятности
неприменимым на больших задачах. На рис. 2 изображены ранги точ-
ного TT-представления тензора энергии и вероятности для MRF раз-
ного размера. TT-ранги тензора вероятности остаются экспоненци-
ально большими и после округления P̂ с точностью ε = 10−8. Таким
образом, точного низкорангового TT-представления P̂ не существует.
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Рис. 2. Максимальный TT-ранг тензора энергии E и тензора ненор-
мированной вероятности P̂ для гомогенной решетки Изинга с темпе-
ратурой равной 10 и весами парных потенциалов равными 1. Детали
см. в разделе 7.2.

6. Вычисление нормировочной константы Z

Естественный подход к подсчету нормировочной константы состо-
ит в представлении всего тензора ненормированной вероятности P̂ в
TT-формате и в последующем суммировании всех его элементов. На
практике тензор P̂ обладает экспоненциально большими TT-рангами,
и работа с его TT-представлением становиться неэффективной. С
другой стороны, каждый отдельный фактор графической модели
можно точно представить в TT-формате. В этом разделе предло-
жен алгоритм подсчета нормировочный константы, который рабо-
тает с TT-представлением отдельных факторов Ψ`, не строя TT-
представление всего тензора P̂.
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6.1. Алгоритм

Пусть все факторы графической модели уже представлены в TT-
формате (см. раздел 5.2):

Ψ`(~x
`) = Ψ`(~x) = GΨ`

1 [x1] . . . G
Ψ`
n [xn]. (9)

Далее символ G`i [xi](α
`
i−1, α

`
i) будет использоваться как сокращенное

обозначение для GΨ`
i [xi](α

Ψ`
i−1, α

Ψ`
i ).

По определению, нормировочная константа Z вычисляется как
сумма значений ненормированного распределения на всех конфигу-
рациях:

Z =
∑
~x

m∏
`=1

Ψ`(~x)︸ ︷︷ ︸
∈ R

=
∑

x1,...,xn

m⊗
`=1

(
G`1[x1] . . . G

`
n[xn]

)
.

Второе равенство выполнено, так как кронекерово произведение чи-
сел (матриц размера 1× 1) эквивалентно обычному произведению.

Пользуясь свойством смешанного произведения AC ⊗BD = (A⊗
B)(C ⊗D), преобразуем выражение для Z:

Z =
∑

x1,...,xn

(
G1

1[x1]⊗ . . .⊗Gm1 [x1]
)
. . .
(
G1
n[xn]⊗ . . .⊗Gmn [xn]

)
.

Обозначим кронекерово произведение матриц G`i [xi] через Ai[xi]:

Ai[xi] = G1
i [xi]⊗ . . .⊗Gmi [xi].

Для любого значения xi матрица Ai[xi] имеет размеры
(ri−1(Ψ1) . . . ri−1(Ψm)) × (ri(Ψ1) . . . ri(Ψm)). Значение её элементов
выражается через элементы матриц G`i [xi]:

Ai[xi](α
1
i−1, . . . , α

m
i−1;α

1
i , . . . , α

m
i ) =

= G1
i [xi](α

1
i−1, α

1
i ) . . . G

m
i [xi](α

m
i−1, α

m
i ).

Таким образом, матрица Ai[xi] представлена в TT-формате, а её
TT-ранг равен одному (так как G`i [xi](α

`
i−1, α

`
i) — это матрица разме-

ра 1× 1).
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Алгоритм 1 Подсчет нормировочной константы Z

Вход: факторы Ψ1, . . . ,Ψm, точность округления ε
Выход: оценка нормировочной константы Z̃
1: для ` := 1 до m
2: Найти TT-ядра G`1, . . . , G`n для тензора Ψ`

3: Инициализировать ~fn+1 := 1
4: для i := n до 1
5: Инициализировать Bi := 0
6: для xi := 1 до di
7: Построить TT-матрицу Ai[xi] =

⊗m
`=1G

`
i [xi]

8: Bi := Bi +Ai[xi]

9: ~fi := Bi · ~fi+1

10: ~fi := round(~fi, ε)
11: Z̃ := ~f1

Представим нормировочную константу Z в виде произведения
n матриц:

Z =
∑

x1,...,xn

A1[x1] . . . An[xn] =

(∑
x1

A1[x1]

)
. . .

(∑
xn

An[xn]

)
=

= B1 . . . Bn,

где

Bi =

di∑
xi=1

Ai[xi].

TT-преставление матрицы Bi можно получить просуммировав di
матриц в TT-формате. Все матрицы Bi можно построить и держать
в оперативной памяти, так как TT-ранги Bi не превосходят di.

Матрицы B1 и Bn являются вектором-строкой и вектором-столб-
цом соответственно, а значит результат произведения B1 . . . Bn — это
число. Построив TT-матрицы Bi, их можно перемножать, округляя
результат после каждого умножения (см. алгоритм 1). Параметр ε
контролирует баланс между точностью и скоростью работы алгорит-
ма.
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Помимо нормировочной константы Z, предложенный метод так-
же позволяет найти маргинальные распределения на перемен-
ные графической модели. Ненормированное маргинальное рас-
пределение p̂i(xi) вычисляется следующим образом: p̂i(xi) =
B1 . . . Bi−1Ai[xi]Bi+1 . . . Bn. При этом произведения B1 . . . Bi−1 и
Bi+1 . . . Bn, i = 1, . . . , n можно предрассчитать за 2(n − 1) умно-
жений TT-матриц. Дополнительно рассчитав все произведения вида
Bi . . . Bj , 1 6 i < j 6 n, можно вычислять маргинальное распределе-
ние на любое подмножество переменных.

6.2. Анализ алгоритма 1

В этом разделе предоставлены теоретические гарантии точности
оценки нормировочной константы алгоритмом 1.

Обозначим оценку произведения TT-матриц {Bj}nj=i за ~fi, ~fn =

Bn, Z̃ = ~f1. Умножая TT-матрицу на TT-вектор и применяя TT-
округление, получаем ~fi

~fi = round(Bi ~fi+1, ε),

где точность TT-округления контролирует относительную точность
по евклидовой норме3:∥∥∥Bi ~fi+1 − ~fi

∥∥∥
2
6 ε

∥∥∥Bi ~fi+1

∥∥∥
2
. (10)

Основной результат представлен в теореме 2, затем приведено
следствие, которое легче интерпретировать.

Теорема 2. Для любого набора факторов Ψ1, . . . ,Ψm и любого зна-
чения параметра точности округления ε > 0 абсолютная ошибка
оценки нормировочной константы, посчитанной алгоритмом 1, не
превосходит:∣∣∣Z − Z̃∣∣∣ 6 ‖B1‖2 . . . ‖Bn−2‖2 ·

∥∥∥Bn−1 ~fn − ~fn−1

∥∥∥
2
+

+ ‖B1‖2 . . . ‖Bn−3‖2 ·
∥∥∥Bn−2 ~fn−1 − ~fn−2

∥∥∥
2
+ . . .+

+
∥∥∥B1

~f2 − ~f1

∥∥∥
2

(11)

3Алгоритм TT-округления контролирует относительную точность тензоров по
норме Фробениуса, но для векторов норма Фробениуса совпадает с L2-нормой.
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Следствие 1. Для любого набора факторов Ψ1, . . . ,Ψm и любого
значения параметра точности округления ε > 0 абсолютная ошиб-
ка оценки нормировочной константы, посчитанной алгоритмом 1,
не превосходит:∣∣∣Z − Z̃∣∣∣ 6 ‖B1‖2 . . . ‖Bn‖2 ((1 + ε)n−1 − 1) (12)

Оценка из следствия менее точная, но позволяет по требуемой ито-
говой точности выбрать достаточный ε.

Чтобы пользоваться результатами теоремы 2, необходимо вычис-
лять 2-норму векторов и матриц в TT-формате. 2-норма вектора
совпадает с нормой Фробениуса соответствующего тензора, поэтому
значения

∥∥∥Bi ~fi+1 − ~fi

∥∥∥
2
легко вычисляются. Хотя подсчет 2-нормы

матриц в TT-формате является вычислительно сложной задачей, 2-
норму можно оценить сверху с помощью нормы Фробениуса или с
помощью эмпирически более точной оценки, использующей структу-
ру матрицы Bi:

‖Bi‖2 =

∥∥∥∥∥∑
xi

G1
i [xi]⊗ . . .⊗Gmi [xi]

∥∥∥∥∥
2

6
∑
xi

∥∥G1
i [xi]⊗ . . .⊗Gmi [xi]

∥∥
2
=

=
∑
xi

∥∥G1
i [xi]

∥∥
2
. . . ‖Gmi [xi]‖2 = Ui.

(13)
Здесь используется равенство: ‖A⊗B‖2 = ‖A‖2 ‖B‖2.

На рис. 3 представлены результаты сравнения величины нормы
Фробениуса ‖Bi‖F , спектральной нормы ‖Bi‖2 и её верхней оценки Ui.
Значения разных норм указаны для всех индексов i = 1, . . . , n фик-
сированной модели Изинга.

6.3. Доказательство теоремы 2

Лемма 1. В условиях теоремы 2 для всех индексов i = 1, . . . , n − 1
верно следующее неравенство:∥∥∥Bi . . . Bn − ~fi

∥∥∥
2
6 ‖Bi‖2 . . . ‖Bn−2‖2 ·

∥∥∥Bn−1 ~fn − ~fn−1

∥∥∥
2
+

+ ‖Bi‖2 . . . ‖Bn−3‖2 ·
∥∥∥Bn−2 ~fn−1 − ~fn−2

∥∥∥
2
+ . . .+

∥∥∥Bi ~fi+1 − ~fi

∥∥∥
2
.

(14)
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Рис. 3. Сравнение Фробениусовой и спектральной нормы матрицы Bi
с верхней оценкой Ui. График построен для модели Изинга с решет-
кой размера 10×10, в которой коэффициенты унарных и парных по-
тенциалов сгенерированы из равномерного распределения на [−1, 1],
а температура равна 1.
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Рис. 4. Доверительный интервал на значение нормировочной кон-
станты Z, полученный из теоремы 2 и неравенства (13). Детали см.
в разделе 7.3.

Доказательство. Проведем доказательство по индукции.
В качестве базы индукции рассмотрим i = n− 1:∥∥∥Bn−1Bn − ~fn−1

∥∥∥
2
=
∥∥∥Bn−1 ~fn − ~fn−1

∥∥∥
2
.

(так как ~fn = Bn по построению.)
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Предположим теперь, что (14) верно ∀i = j + 1, . . . , n − 1. Тогда
для i = j получаем∥∥∥Bj . . . Bn − ~fj

∥∥∥
2
=

=
∥∥∥(Bj . . . Bn −Bj ~fj+1) + (Bj ~fj+1 − ~fj)

∥∥∥
2
6

6 ‖Bj‖2
∥∥∥Bj+1 . . . Bn − ~fj+1

∥∥∥
2
+
∥∥∥Bj ~fj+1 − ~fj

∥∥∥
2
6

6 ‖Bj‖2 (‖Bj+1‖2 . . . ‖Bn−2‖2 ·
∥∥∥Bn−1 ~fn − ~fn−1

∥∥∥
2
+

+ ‖Bj+1‖2 . . . ‖Bn−3‖2 ·
∥∥∥Bn−2 ~fn−1 − ~fn−2

∥∥∥
2
+

+ . . .+
∥∥∥Bj+1

~fj+2 − ~fj+1

∥∥∥
2
) +

∥∥∥Bj ~fj+1 − ~fj

∥∥∥
2
.

Таким образом, (14) верно для i = j.

Доказательство теоремы 2. По построению, Z = B1 . . . Bn, а Z̃ =
~f1. Таким образом, выполнены равенства

|Z − Z̃| = |B1 . . . Bn − ~f1| =
∥∥∥B1 . . . Bn − ~f1

∥∥∥
2
.

Здесь используется тот факт, что B1 . . . Bn и ~f1 — числа, а для чисел
модуль совпадает с L2-нормой одноэлементного вектора. Для завер-
шения доказательства осталось применить лемму 1 к полученному
выражению.

6.4. Доказательство следствия 1

Лемма 2. В условиях следствия 1 для всех индексов i = 1, . . . , n
верно следующее неравенство:∥∥∥~fi∥∥∥

2
6 ‖Bi‖2 . . . ‖Bn‖2 (1 + ε)n−i. (15)

Доказательство. Проведем доказательство по индукции.
Для i = n утверждение следует из определения ~fn.
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Пусть (15) верно ∀j = i+ 1, . . . , n. Тогда из (10) следует, что∥∥∥~fj∥∥∥
2
=
∥∥∥~fj −Bj ~fj+1 +Bj ~fj+1

∥∥∥
2
6

6 ε ‖Bj‖2
∥∥∥~fj+1

∥∥∥
2
+ ‖Bj‖2

∥∥∥~fj+1

∥∥∥
2
=

= ‖Bj‖2
∥∥∥~fj+1

∥∥∥
2
(1 + ε).

Чтобы завершить доказательство, остаётся воспользоваться предпо-
ложением индукции для

∥∥∥~fj+1

∥∥∥
2
.

Лемма 3. В условиях следствия 1 для всех индексов i = 1, . . . , n− 1
верно следующее неравенство:∥∥∥Bi ~fi+1 − ~fi

∥∥∥
2
6 ‖Bi‖2 . . . ‖Bn‖2 ε(1 + ε)n−i−1. (16)

Доказательство. Утверждение следует из леммы 2 и неравенства∥∥∥Bi ~fi+1 − ~fi

∥∥∥
2
6 ε

∥∥∥Bi ~fi+1

∥∥∥
2
6 ε ‖Bi‖2

∥∥∥~fi+1

∥∥∥
2
,

которое в свою очередь следует из (10).

Доказательство следствия 1. Применяя лемму 3 к неравен-
ству (11), получаем

|Z − Z̃| 6 ‖B1‖2 . . . ‖Bn‖2 ε+ ‖B1‖2 . . . ‖Bn‖2 ε(1 + ε) + . . .+

+ ‖B1‖2 . . . ‖Bn‖2 ε(1 + ε)n−2 =

= ‖B1‖2 . . . ‖Bn‖2 ε(1 + (1 + ε) + . . .+ (1 + ε)n−2).

Пользуясь формулой суммы геометрической прогрессии 1+ (1+ ε) +
. . .+ (1 + ε)n−2 = ((1 + ε)n−1 − 1)/ε, получаем (12).

7. Эксперименты

Во всех экспериментах используется неоптимизированная реали-
зация предложенных методов в среде Matlab4. Для операций свя-
занных с TT-форматом используется TT-Toolbox5, реализованный в
среде Matlab.

4https://github.com/bihaqo/TT-MRF
5http://spring.inm.ras.ru/osel/download/tt22.zip
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Рис. 5. На графиках представлены результаты экспериментов по под-
счету нормировочной константы Z. На графике (a) предложенный
метод (TT) сравнивается с другими на гомогенных моделях Изинга
разной температуры. Для каждого значения температуры генериру-
ется 50 моделей и указывается медиана и верхняя и нижняя квар-
тили. На графике (b) предложенный метод сравнивается с методом
WISH на гетерогенных моделях Изинга. На обоих графиках изобра-
жены ошибки оценки Z (чем меньше значение — тем лучше).

7.1. Модель Изинга

Основная модель для экспериментов — модель Изинга. Функция
энергии модели Изинга задаётся следующим образом:

E(~x) = − 1

T

 n∑
i=1

hixi +
∑

(i,j)∈E

cijxixj

 , (17)

где переменные xi, i = 1, . . . , n принимают значения из множе-
ства {−1, 1}. Коэффициенты hi будем называть унарными весами,
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коэффициенты cij — парными весами, а T — температурой. Парные
связи зависят от выбранного множества ребер E . В большинстве экс-
периментов будет использоваться 4-связная решетка размера 10×10.
Будем называть модель гомогенной, если все парные веса равны друг
другу (cij = c), и гетерогенной иначе.

7.2. TT-ранги энергии и вероятности

В данном эксперименте проверяется утверждение из разделов 5.1
и 5.2: при увеличении количества переменных TT-ранги тензора энер-
гии растут медленно, а TT-ранги тензора ненормированной вероят-
ности — экспоненциально быстро (рис. 2). Рассматривается последо-
вательность моделей Изинга с 4-x связной решеткой возрастающих
размеров: от 1 × 1 до 12 × 12. Унарные веса hi сгенерированы из
равномерного распределения U [−1, 1], все парные веса cij равны 1,
температура T равна 10. Для моделей Изинга указан максимальный
TT-ранг энергии и ненормированной вероятности при точном TT-
представлении и после TT-округления с точностью 10−8. Для точно-
го TT-представления тензора вероятности модели Изинга с решеткой
размера 11× 11 не хватает 8GB оперативной памяти.

7.3. Нормировочная константа

В данном эксперименте исследуется алгоритм оценки нормиро-
вочной константы MRF (алг. 1).

В первом эксперименте метод, основанный на TT-разложении
(TT), сравнивается со следующими методами из библиотеки
LibDAI [8]: Belief Propagation (BP) [5], Tree Expectation Propagation
(TREEEP) [6], и методом Mean Field (MF) [7]. Так же проводится
сравнение с методом annealed importance sampling method (AIS) [9]
— представителем методов MCMC. Результаты представлены на
рис. 5a. Рассматривается набор моделей Изинга с 4-х связной решет-
кой размера 10×10, где унарные веса hi сгенерированы из равномер-
ного распределения U [−1, 1], все парные веса cij равны 1, темпера-
тура T меняется в пределах от 10−1 до 103. Для каждого значения
температуры сгенерировано 50 моделей Изинга и указана медиана и
верхняя и нижняя квартили абсолютной ошибки оценки логарифма
нормировочной константы. Для метода AIS были выбраны парамет-
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ры (1000 промежуточных распределений с выборкой размером 70),
максимизирующие точность, достигнутую за 60 секунд. Для подсче-
та правильных ответов был использован метод junction tree [7].

Во втором эксперименте проводится сравнение с недавно предло-
женным методом WISH на данных из оригинальной статьи Ермона и
др. [15]. Ермон рассматривал набор моделей Изинга с решеткой раз-
мера 10×10, унарными весами hi сгенерированными из равномерного
распределения U [−1, 1], температурой T равной 1, и парными весами
cij сгенерированными из равномерного распределения U [−f, f ], где
параметр f меняется от 0.25 до 3. Результаты сравнения представ-
лены на рис. 5b. Отметим, что метод WISH запускался на кластере
и каждое вычислительное ядро работало не менее 15 минут. Наш
неоптимизированый Matlab код работал не более 53 секунд на каж-
дом примере (32 секунды в среднем).

На рис. 4 изображен доверительный интервал, полученный путем
оценивания результата теоремы 2 неравенством (13).

7.4. Унарные маргинальные распределения
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Рис. 6. Ошибка подсчета маргинальных распределений на наборе ге-
терогенных моделей Изинга. На графике указана среднемодульная
ошибка вероятности класса «-1», усредненная по всем вершинам. Для
каждого значения f генерируется 50 моделей Изинга и указывается
медиана и верхняя и нижняя квартили.
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В этом разделе исследуется качество подсчета маргинальных рас-
пределений предлагаемым методом (TT). Метод сравнивается с Belief
Propagation (BP) [5], Tree Expectation Propagation (TREEEP) [6],
Mean Field (MF) [7] и Gibbs sampling [7], реализованными в библио-
теке LibDAI (рис. 6). Рассматривается набор моделей Изинга с ре-
шеткой размера 10 × 10, унарными весами hi сгенерированными из
равномерного распределения U [−1, 1], температурой T равной 1, и
парными весами cij сгенерированными из равномерного распределе-
ния U [−f, f ], где параметр f меняется от 0 до 3. Для каждого зна-
чения параметра f приводятся медиана и квартили сформированные
по 50 моделям.

7.5. Минимизация энергии

Таблица 2. Относительные значения энергии, достигнутые методом
минимизации энергии, основанном на TT-разложении. За 0% взята
нижняя граница энергии полученная методом TRW-S, за 100% — зна-
чение прямой энергии TRW-S.

Задача n d Энергия TT

geo-surf-3/gm6 320 3 48.41%
geo-surf-3/gm20 348 3 95.83%
geo-surf-3/gm203 187 3 98.69%
geo-surf-7/gm11 125 7 1769.65%
matching/matching1 19 19 135.47%

В данном эксперименте исследуется алгоритм минимизации энер-
гии основанный на поиске минимального элемента тензора E. Для
поиска минимального элемента тензора, представленного в TT-
формате, строится диагональная матрица в TT-формате которая со-
держит все элементы исходного тензора на своей диагонали. Затем
используется DMRG алгоритм Хоромского и Оселедца [1] для поис-
ка минимального собственного значения TT-матрицы. Данный метод
сравнивается с популярным алгоритмом TRW-S [4] на реальных за-
дачах из бенчмарка OpenGM [17]. Часть результатов представлена в
таблице 2. Качество алгоритма DMRG сравнимо с качеством TRW-S
и существенно выше на большинстве задач из раздела geo-surf-3. Бо-
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лее эффективные алгоритмы минимизации энергии ещё предстоит
разработать.

8. Заключение

В работе показано, как использование современных тензорных ме-
тодов позволяет решать важные задачи в вероятностных графиче-
ских моделях. Предложенные методы рассмотрены на графических
моделях с потенциалами низких порядков, но обобщаются для при-
менения к важным случаям потенциалов высоких порядков.
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[23] Hackbusch W., Kühn S. A new scheme for the tensor representation
// J. Fourier Anal. Appl. — 2009. — Vol. 15. — P. 706–722.

[24] Oseledets I. V., Tyrtyshnikov E.E. Breaking the curse of
dimensionality, or how to use SVD in many dimensions // SIAM
J. Sci. Comput. — 2009. — Vol. 31. — P. 3744-3759.

[25] Caroll J. D., Chang J. J. Analysis of individual differences in
multidimensional scaling via n-way generalization of Eckart-Young
decomposition // Psychometrika. — 1970. — Vol. 35. — P. 283–319.

[26] Tucker L.R. Some mathematical notes on three-mode factor analysis
// Psychometrika. — 1966. — Vol. 31, no. 3. — P. 279–311.

[27] Dolgov S.V., Savostyanov D.V. Alternating minimal energy
methods for linear systems in higher dimensions. Part II: Faster
algorithm and application to nonsymmetric systems. — 2013. —
arXiv preprint. Nr. 1304.1222.

[28] Oseledets I. V. DMRG approach to fast linear algebra in the TT–
format // Comput. Meth. Appl. Math. — 2011. — Vol. 11, no. 3. —
P. 382–393.

[29] Savostyanov D.V., Oseledets I. V. Fast adaptive interpolation of
multi-dimensional arrays in tensor train format // Proceedings of
7th International Workshop on Multidimensional Systems (nDS). —
University of Poitiers, France, 2011.

[30] Oseledets I. V. Tensor-Train Decomposition // SIAM J. Scientific
Computing. — 2011. — Vol. 33, no. 5. — P. 2295–2317.


