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Естественные языки обладают свойством постоянной часто-
ты встречаемости букв и пар букв. В статье изучены регуляр-
ные языки с этим свойством.
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Введение

Обработка текстов на естественном языке, распознавание обра-
зов заданных последовательностями букв, распознавание речи, оп-
тическое распознавание печатных и рукописных символов, создание
человеко-машинных интерфейсов и так далее требуют специализиро-
ванных лингвистических и математических моделей, простейшими из
которых являются специальные регулярные языки.

Еще в начале 20 века выдающимся русским ученым А.А. Мар-
ковым был создан аппарат цепей, впоследствии названных цепями
Маркова, и опробован [1] на вычислении переходных вероятностей
между соседними буквами (биграммами) в поэме А.С. Пушкина «Ев-
гений Онегин». В дальнейшем этот аппарат получил широкое при-
менение для распознавания и статистического моделирования есте-
ственных языков. Обобщением открытых Марковым зависимостей
является n-граммная модель [2], которая до настоящего времени ис-
пользуется в большинстве современных коммерческих систем распо-
знавания речи. Модель позволяет вычислить вероятность того, что
слово α = ai1ai2 . . . ais является допустимым словом языка. В модели
делается допущение о том, что лишь ограниченной длины n преди-
стория влияет на следующую букву, а именно

P (aij |ai1ai2 . . . aij−1) ≈ P (aij |aij−n+1aij−n+2 . . . aij−1).
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Это приводит к тому, что вероятность, расписанная в виде произве-
дения условных вероятностей

P (ai1ai2 . . . ais) = P (ai1)× P (ai2 |ai1)× . . . × P (as|ai1ai2 . . . ais−1),

выражается через произведение вероятностей вида

P (aij |aij−n+1aij−n+2 . . . aij−1).

Очевидно, что в таком случае модель сводится к конечному мно-
жеству вероятностей, каждую их которых можно оценить на эта-
пе обучения системы, вычислив частоту встречаемости соответ-
ствующих слов в обучающей выборке. Это свойство естествен-
ных языков иметь в пределе фиксированные вероятности вида
P (aij |aij−n+1aij−n+2 . . . aij−1) может быть обобщено на регулярные
языки. Получается описанный ниже класс регулярных языков с пре-
дельными частотными свойствами. Другим подходом в анализе язы-
ков является вложение изучаемого множества слов в язык с фиксиро-
ванными частотами биграмм (2-грамм). Этот приём используется для
проверки текстового множества на принадлежность естественному
языку: а именно, частота пар букв (или ключевых слов) в естествен-
ном языке является фиксированной. Изучаемое множество слов мо-
жет быть вложено в биграммный язык — множество всех слов c фик-
сированными частотами пар соседних букв. Оказывается, биграмм-
ные языки обладают уникальными свойствами. По матрице частот
можно явно определить непустоту, мощность, конечность или беско-
нечность биграммного языка. Свойства биграммных языков связаны
с эйлеровыми свойствами ориентированных гиперграфов, порожден-
ными матрицами биграмм.

1. Регулярные языки с предельными частот-

ными свойствами

Какие же свойства имеют регулярные языки, имеющие частотные
свойства естественных языков. Перенесем понятия n-граммной моде-
ли на регулярные языки. Для этого определим частоту встречаемости
слова w на s-ом месте, а затем рассмотрим предел этой частоты при
s стремящемся к бесконечности.
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Пусть M = (A,Q,ϕ,QF , q0) — конечный детерминированный ав-
томат [3], A — входной алфавит, Q — множество состояний, QF ⊆ Q —
множество финальных состояний, ϕ : A × Q → Q — функция пе-
реходов, q0 — начальное состояние автомата. Через LM = {α ∈ A∗|

ϕ(q0, α) ∈ QF } обозначим язык, порождаемый автоматом M . Для на-
турального числа s ∈ N обозначим через L(s) множество слов языка
L длины s:

L(s) = {α ∈ L : |α| = s}.

Через PL обозначим множество префиксов слов языка L, вклю-
чая сами слова:

PL = {α ∈ A∗|∃β ∈ A∗, αβ ∈ L}, L ⊆ PL.

Через Lγ обозначим множество слов языка L, оканчивающихся на γ,
то есть

Lγ = {α ∈ A∗ ∈ L|∃β ∈ A∗, α = βγ}.

Пусть |w| = n. Обозначим через lw(s) число слов языка L, имею-
щих с (s− n+ 1)-ой по s-ую букву подслово w, то есть

lw(s) = |PLw(s)|.

Введём Gw(s) — частоту встречаемости слова w на s-ом месте как

Gw(s) =
lw(s)

∑

|w′|=|w|

lw′(s)
.

Через Gw = lim
s→∞

Gw(s) обозначим предельную частоту встречае-

мости слова w среди слов той же длины.
Пусть w ∈ A∗ — слово и a ∈ A — буква, |wa| = n.
Введём величину Γw,a(s) как

Γw,a(s) =
lwa(s)

∑

|w′|=|w|

lw′a(s)
.

Величину
Γw,a = lim

s→∞
Γw,a(s),

если она существует, назовём n-граммой языка L для пары (w, a).
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Язык L назовём марковским языком порядка n, если существуют
все n-граммы Γw,a, где |wa| = n и существуют все частоты Gv , где
|v| = n.

Множество марковских языков порядка n обозначим через
ML(n). Через ML обозначим класс марковских языков, то есть язы-
ков, являющихся марковскими при любом порядке n:

ML =

∞
⋂

n=1

ML(n).

Нетрудно показать, что в классе регулярных языков существуют
языки, не являющиеся марковскими, и число марковских регулярных
языков достаточно велико. Обозначим через MLN класс марковских
языков, задаваемых автоматами с не более чем N состояниями; через
RN обозначим класс всех регулярных языков, задаваемых автомата-
ми с не более чем N состояниями. Справедливы теоремы 1–4 [4].

Теорема 1. Для достаточно больших N

MLN

RN
>

(

1−
1

e

)

.

Оказывается, что классы марковских языков строго вкладывают-
ся друг в друга. Это показывают теоремы 2 и 3.

Теорема 2. Если язык является марковским порядка n, то он так-
же является марковским порядка k < n.

Теорема 3. Для любого n ∈ N существует язык L, такой, что L ∈

MLn−1, но при этом L 6∈ MLn.

Таким образом, марковские языки образуют строго сужающуюся
последовательность:

ML(1) ⊃ ML(2) ⊃ ML(3) ⊃ . . . ⊃ ML(n) ⊃ . . .

С другой стороны, если язык L фиксирован, то ситуация становится
обратной. А именно, справедлива

Теорема 4. Пусть язык L = LM задан автоматом M = {A,Q,ϕ,
QF , q0}. Тогда из L ∈ ML(2|Q|) следует, что L ∈ ML.
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2. Биграммные языки

Биграммой в алфавите A называется двухбуквенное слово ab ∈A∗,
a, b ∈ A. Обозначим через θβ(α) количество подслов β в слове α.
Значение θβ(α) при данных β и α назовем кратностью β в слове α.
По слову α ∈ A∗ можно построить квадратную матрицу биграмм

(Θ(α))
|A|
i,j=1 размера |A|× |A| такую, что на месте (i, j) матрицы будет

стоять значение θaiaj (α).
Обозначим через Ξ множество квадратных матриц размера |A| ×

|A|, каждый элемент которых является целым неотрицательным чис-
лом.

Назовем языком L(Θ), порожденным матрицей Θ ∈ Ξ, множе-
ство всех слов, имеющих одну и ту же матрицу биграмм Θ, то есть
L(Θ) = {β|Θ(β) = Θ}. Построим по матрице Θ ∈ Ξ ориентированный
гиперграф GΘ, вершинами которого будут буквы из алфавита A, при
этом ребра будут соответствовать биграммам с учетом их кратностей,
то есть θab будет порождать θab ориентированных ребер a → b, а θcc
будет порождать θcc петель c → c.

Связный ориентированный гиперграф называется эйлеровым [5],
если у всех вершин количество входящих ребер равно количеству
исходящих ребер. Граф называется почти эйлеровым, если у всех
вершин, кроме двух, количество входящих ребер равно количеству
исходящих ребер, а у оставшихся двух вершин разность количества
входящих ребер и количества исходящих ребер равна +1 и −1 соот-
ветственно.

Мы можем рассматривать матрицу биграмм как матрицу про-
порций. Получается язык, FΘ, в котором сохраняются отношения
θab(α)/θcd(α) ∀a, b, c, d ∈ A, θcd(α) > 0 для любого слова α из это-
го языка.

FΘ =

∞
⋃

k=1

L(kΘ),

Имеют место теоремы 5–6 [6].

Теорема 5. Для алфавита A = {0, 1} и матрицы биграмм Θ ∈ Ξ,
задающей эйлеров или полуэйлеров граф число слов NΘ с матрицей
биграмм Θ равно
1. Cθ11

θ11+θ10
Cθ00
θ00+θ10

; при θ01 > θ10
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2. Cθ11
θ11+θ01

Cθ00
θ00+θ01

; при θ01 < θ10

3. Cθ00
θ00+θ01

Cθ11
θ11+θ01

(

θ01
θ00+θ01

+ θ01
θ11+θ01

)

; при θ01 = θ10

(здесь под Ck
n понимается число сочетаний из n по k, то есть Ck

n =
n!

k!(n−k)!).

Теорема 6. Если GΘ эйлеровый граф, то FΘ счетно, если GΘ полу-
эйлеровый граф, то FΘ конечно, в остальных случаях FΘ пусто.
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